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Feuilles d’exercices 4

Exercice 1. Soit SX l’ensemble des permutations de X (bijections σ : X → X ). Nous avons déjà vu
que SX est un groupe pour la loi de composition.

Si G ↷ X est une action et g ∈G , alors σg : x → g x est une permutation, i.e., σg ∈ SX . De surcroît,
l’application g 7→σg est un morphisme G → SX .

Exercice 2. Soit G un groupe et X un ensemble. Soit Act(G , X ) l’ensemble des actions G ↷ X . Soit
Hom(G ,SX ) l’ensemble des morphismes de groupes G → SX .

L’exercice précédent met en évidence une application Act(G , X ) → Hom(G ,SX ). Montrer que
cette application est une bijection. Autrement dit, la donnée d’une action G ↷ X revient exactement
à la donnée d’un morphisme de groupes G → SX .

Indication : soit Σ : G → SX un morphisme, et pour g ∈ G notons σg = Σ(g ) ∈ SX . Montrer que (g , x) 7→
g x =σg (x) définit une action G ↷ X . Utiliser pour construire l’application inverse.

Exercice 3. 1. On fait agir S3 sur lui-même par conjugaison, quelles sont les orbites? Idem pour
S4.

2. On fait agir Q8 le groupe des quaternions sur lui-même par conjugaison, quelles sont ses or-
bites?

Exercice 4. Soit G ↷ X une action. Sont équivalents :

1. L’action est transitive.

2. Elle admet une unique orbite O (donc O =Ox pour tout x ∈ X ).

Exercice 5. Une action G ↷ X est dite fidèle si pour tout g ̸= e il existe x ∈ X tel que g x ̸= x. Sont
équivalents :

1. L’action est fidèle.

2.
⋂

x∈X Gx = {e}.

3. Le morphisme G → SX de l’1 est injectif.

Exercice 6. Une action G ↷ X est dite libre si pour tout g ̸= e et tout x ∈ X : g x ̸= x. Sont équivalents :

1. L’action est libre.

2. Gx = {e} pour tout x ∈ X .

3. Pour tout x, y ∈ X il existe au plus un g tel que g x = y .

Si l’action est libre, alors |G| = |O| pour toute orbite O.

Exercice 7. Si une action G ↷ X est libre alors elle est aussi fidèle. Ou presque : il manque encore
une hypothèse, laquelle ?

Exercice 8. L’action à gauche G ↷G est transitive et libre. Elle est donc fidèle.
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Exercice 9. Pour tout groupe G il existe un morphisme injectif G ,→ SG .
Pour tout groupe G d’ordre n il existe un morphisme injectif G ,→ Sn .

Exercice 10. Soit G un groupe et H ≤G .

• L’action G ↷G/H est transitive, et GH = H .

• Elle est libre si et seulement si H = {e}.

• Fidèle si et seulement si
⋂

g∈G g H g−1 = {e}.

Exercice 11. Soit H ⊴G . Sous quelle condition l’action G ↷G/H est-elle fidèle?

Exercice 12. L’action naturelle Sn ↷ {1, . . . ,n} est transitive et fidèle, mais non libre (dès que n ≥ 3).

Exercice 13. Soit G ↷ X une action et Y ⊆ X . Montrer que Y est stable sous l’action si et seulement
si c’est une réunion d’orbites.

Exercice 14. Soit G un groupe fini, et p le plus petit diviseur de |G|. Montrer que tout sous-groupe H
d’indice p est distingué.

Pour cela, on pourrait procéder ainsi :

1. Montrer que h · g H = (hg )H définit une action H ↷G/H . C’est l’action naturelle, ou l’action
par translation, de H sur G/H .

2. Montrer que cette action admet au moins une orbite est réduite à un seul élément.

3. Étudier les cardinaux des orbites, déduire que toute les orbite est réduite à un seul élément.

4. Déduire que H est un sous-groupe distingué.

Exercice 15. On fait agir un groupe d’ordre 143 sur une ensemble de cardinal 108. Montrer qu’il
existe un point fixe pour cette action (c’est à dire, au moins un x ∈ X tel que g ·x = x pour tout g ∈G).

Exercice 16. Soit G un groupe fini, et H ≤G . Soit

X = {g H g−1 : g ∈G}

l’ensemble des conjugués de H .

1. Montrer que g ·K = g K g−1 définit une action transitive G ↷ X .

2. Montrer que GH = NG (H) (le normalisateur de H).

3. En déduire que |X | = [
G : NG (H)

]
.

4. Montrer que |H | | |NG (H)|.
5. En déduire que |X | | [G : H ].

Exercice 17. Nous allons démontrer le théorème suivant, dû à Cauchy :

Si G est un groupe fini d’ordre n et p est un facteur premier de n, alors G continent un
membre d’ordre p.

Soit E ⊆Gp le sous-ensemble défini par

E = {(x1, x2, . . . , xp ) ∈Gp | x1x2 · · ·xp = e}.
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1. Quel est le cardinal de E?

2. Pour tout élément ζ= (x1, x2, . . . , xp ) ∈ E on poseσ(ζ) = (x2, x3, . . . , xp , x1). Vérifier queσ conserve
E et que l’application

φ : Z/pZ×E → E : (k,ζ) 7→σk (ζ)

est une action du groupe (Z/pZ,+) sur E .

3. Montrer que ζ est un point fixe de l’action si et seulement si ζ= (x, x, . . . , x), où xp = e.

4. Montrer que toute orbite est de cardinal 1 ou p.

5. Conclure, en vous servant de la partition de E en orbites.

Exercice 18 (p-groupes). Soit p un nombre premier. On dit qu’un groupe G est un p-groupe si l’ordre
de chaque x ∈G est une puissance de p.

1. Montrer, en vous servant de l’exercice précédent, que si G est un groupe fini, alors c’est un
p-groupe si et seulement si son ordre |G| est une puissance de p.

2. Dans la suite, soit G un p-groupe fini, d’ordre pr , avec r ≥ 1. Soit

G ×G →G : (g , x) 7→ ig (x) = g xg−1

l’action par conjugaison.

Reconnaître l’ensemble des points fixes de cette action.

3. En vous servant de l’équation aux classes, montrer que le centre Z (G) d’un p−groupe G est
d’ordre > 1.

Exercice 19. Tout groupe d’ordre p2, avec p premier, est abélien.
Indication : on sait déjà que Z (G) est non trivial. Supposons que g ∈ G \ Z (G) et étudions son centralisateur

CG (g ).

Que peut-on dire d’un groupe d’ordre p3 ?

Exercice 20. Soit p premier. Soit G1 =Cp2 et G2 =Cp ×Cp .

• Montrer que G1 ≇G2.

• Montrer que tout groupe d’ordre p2 est isomorphe à l’un des deux (et à un seul).

Indication : s’il n’existe pas x ∈ G tel que o(x) = p2, alors on peut essayer de choisir x ∈ G \ {e} et y ∈ G \ 〈x〉.
Puis, à l’aide de l’19, on peut essayer de montrer que G est le produit directe interne 〈x〉×〈y〉.

Exercice 21. Pour chaque G fini il existe des sous-groupes propres Hi , i < k, tels que

|G| = |Z (G)|+
k∑

i=1
[G : Hi ].

Exercice 22 (Reprise de la formule de Burnside). On suppose que G est un groupe fini qui agit sur
un ensemble fini X .

1. Montrer que si O est une orbite, alors |O| = [G : Gx ] = |G|/|Gx | pour tout x ∈ X .

3



2. Montrer que ∑
x∈X

|Gx | =
∑

g∈G
|Fix(g )|.

Ces deux sommes représentent deux manières de compter les membres d’un même ensemble, lequel ?

3. Montrer la formule de Burnside : le nombre d’orbites de l’action est donné par

|Ω| = 1

|G|
∑

g∈G
|Fix(g )|.

Exercice 23. Soient n ∈ N∗ et p un entier premier.

1. On considère l’ensemble des colliers constitués de p perles, chacune pouvant être coloriée de
l’une des n couleurs. Deux colliers sont considérés comme étant identiques lorsqu’on obtient
l’un à partir de l’autre par rotation (autour du cou). Combien existe-t-il de colliers distincts?

2. Même question, mais maintenant deux collier sont considérés comme étant identiques lors-
qu’on obtient l’un à partir de l’autre par rotation (autour du cou) ou réflexion (on l’enlève, on
le retourne, on le remet).

Exercice 24. Comme l’exercice précédent, mais on ne suppose plus que p est premier.
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