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Exercice 1. Montrer que

e (R”9,.) est un sous-groupe de (R, ).

* (Z,+) est un sous-groupe de (R, +).

¢ (nZ,+) est un sous-groupe de (Z, +) et de (R, +).
Pourquoi (R>?,-) n’est pas un sous-groupe de (R, +)?

Exercice 2. 1. Démontrer qu'une partie K < Z est un sous-groupe de (Z,+) si et seulement s’il
existe d € N tel que K = dZ. De surcrotit, d est unique.
On pourrait considérer le plus petit membre de K " N* —sauf si cet ensemble est vide...

2. Soit a, b € N. Vérifier que la partie
aZ+bZ={ka+¥¢b:k,lcZ}
est un sous-groupe de (Z, +). Soit ¢, d € N tels que
aZ+ bZ = cZ, aZnbZ=dZ.

Que peut-on dire de c et de d ?

Exercice 3. 1. D’apres le théoréme de Lagrange, quels sont les ordre possibles des sous-groupes
de 83?

2. Dresser la liste de tous les sous-groupes de Ss.
3. Montrer que ceci est une sous-groupe de Sy :
H={id,(12)(34),(13)(24),1 4 (23)}.
Exercice 4. Soit G = (x) un groupe cyclique d’ordre m. Dresser la liste des générateurs de G.

Exercice 5. 1. Montrer que toute permutation o € S, est un produit de transpositions de la forme
(i j),aveci< jdans{l,...,n}.

2. Soit ¢ = (iy iz ... ip) un p-cycle. Montrer que ¢ = (iy i2)(i2 i3) - (ip-1 ip).

3. Montrer que pour tout i,j € {1,...,n} vérifianti< j—1,ona (i j))=(G -1 j)@ j-D{G -1 j).
En déduire que le groupe S;, est engendré par les transpositions (i i+1)avecl <i<n—1.

4. Exhiber une famille génératrice minimale du groupe Ss.
Exercice 6 (Le groupe diédral D). On rappelle que

O@2,R) = {Ae M@,R):TAA= 12}

est le groupe des matrices (dans la base canonique) des isométries du plan euclidien R?. Si A €
O(2,R) alors det A= +1.



e SidetA=1 alors

A=Ry= (cosH —s1n9)

sinf cos6
pour un unique 0 < 8 < 27. C’est la matrice d'une rotation par angle 6.
e SidetA= -1 alors

cosf sin@ )

A=S0= (sin@ —cos@

pour un unique 0 < 6 < 2n. C’est la matrice d’'une réflexion orthogonale par rapport a une
droite dont '’angle par rapport a e; est 6/2.

Soit maintenant n > 3, et soit C € R? un polygone régulier 2 n sommets, dont le centre est a (0,0)
et un sommet est a (1,0) (faites un dessein pour n = 3,4,5). On définit D, le n-éme groupe diédral,
comme I'ensemble des isométries de R? qui envoient C sur lui-méme.

1. Se convaincre qu'une isométrie de R? appartient a D, ssi elle envoie chaque sommet de C vers
un sommet de C, ssi elle envoie (1,0) vers un sommet de C.

2. Nous allons identifier une isométrie de R? avec sa matrice dans la base canonique. Montrer
que sous cette identification,

Dy = {Ran/n’ Soknin:k€ Z}-

3. Montrer que I'’ensemble des rotation dans D, est un sous-groupe cyclique de Dy,.

4. Montrer qu’il existe une rotation r € D, telle que, pour toute réflexion s € Dy,

D, ={r,8) =(ryus(r).

Exercice 7. Soit G un groupe monogene d’ordre 7 (fini).
1. Montrer qu’il admet un unique sous-groupe d’ordre d pour chaque d | n.
2. Montrer qu’il admet un unique sous-groupe d’'indice d pour chaque d | n.

Exercice 8. Soit G un groupe monogene infini. Montrer qu’il admet un unique sous-groupe d’indice
d pour chaque d € N*, ainsi qu'un unique sous-groupe d’indice infini.

Exercice 9. Soit G un groupe fini, d’ordre n. Supposons que pour chaque d, G possede au plus d
membres dont I'ordre divise d. Montrer que G est monogene.
Pour cela, vous pouvez suivre les étapes suivantes :

1. Soit x € G, disons ord(x) = d. Montrer que
(x) ={yeG:ord(y) | d}.
2. Pour chaque d, soit
a(d) ={x e G:ord(x) = d}|.

Montrer que si a(d) >0 alors d | n et a(d) = ¢(d), ot ¢ est'indicatrice d’Euler que nous avons
étudiée dans la fiche précédente.



3. Conclure, en comparant les deux sommes }_ 4, a(d) et Y, ¢(d).

Exercice 10. A l'aide de I’exercice précédent, montrer que si K est un corps (commutatif!) et si G <
K™ est un sous-groupe fini, alors G est monogene.

Exercice 11. Montrer que pour p premier, (Z/ pZ*,-) = (Z/(p -1)Z, +).

Exercice 12. Larelation H < G est un ordre partiel sur les groupes. Autrement dit, cette relation est :
* Réflexive:G=<G
o Antisymétrique : H < G et G < H implique G = H (en tant que groupes!)
e Transitive:SiK<Het H=<GalorsK=G

Exercice13. Si H<Get K<G,alors: H<K ssi H< K.

Autrement dit, sur la famille des sous-groupes de G, 'ordre par la relation « sous-groupe » coin-
cide avec I'ordre par I'inclusion.

Quel est le plus petit sous-groupe de G, selon cet ordre?

Exercice 14. Soit G un groupe et H, K < G deux sous-groupes.
1. Rappeler pourquoi HN K < G.
2. Montrer que HK < G si et seulement si HK = KH.

3. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que HUK < G.
Indication:six€ H\ K et ye K\ H, que peut-on dire de xy?

Exercice 15. Trouver deux sous-groupes de Sz dont la réunion n’est pas un sous-groupe.
Exercice 16. Soit G un groupe et x € G.

1. Montrer que x € Z(G) si et seulement si Cg(x) = G.

2. Montrer que G est abélien si et seulement si Z(G) = G.
Exercice 17. Soit G un groupe, H < G et K = Cg(H). Montrer que H < Cg(K).

Exercice 18. Soit G un groupe non trivial et x € G. Montrer que Cg(x), le centralisateur de x dans G,
n’est jamais trivial.

Exercice 19. Soit G = Ss. Calculer C;(0) pour chaque o € G, ainsi que Z(G).
Pouvez-vous calculer Z(S;) pour tout n € N?

Exercice 20. Soit G un groupe, A < G une partie, et H < G un sous-groupe.
1. Montrer que le normalisateur Ng(A) est un sous-groupe de G.
2. Montrer que H < Ng(H).

Exercice 21. Montrer que dans un quelconque groupe G : (@) = {e}, et c’est 'unique sous-groupe de
G qui est un groupe trivial. C’est donc le sous-groupe trivial de G.

Exercice 22. Soit G un groupe. Alors (G) = G. Plus généralement, si H < G alors (H) = H. Et encore
plus généralement, si S < G, alors S < G si et seulement si S = (S).

Exercice 23. Si S< H < G alors (S) g = (S)¢.



Exercice 24. Soit G un groupe.
1. Pour deux parties A, B < G, on pose
AB={xy:x€ A yeBIcG
Montrer que pour A,B,C<G:

A(BC)=(AB)C

2. Pour A< G on pose
Alt={x"lixe A
Montrer que pour A,B<G:

A H =4 @AUB'=Bltal
3. Pour A< G on pose, par récurrence sur n € N :
A'={e}, A™l=4A"A
Montrer que pour tout n,me N :
A=A, AT pn pm (A" = am1.
4. Soit maintenant S € G. Montrer que (SUS™1)~! = SUS™!. En déduire que

H=J@Sus™hH”

neN

est un sous-groupe de G.

5. Montrer que H = (S). Autrement dit, montrer que c’est le plus petit parmi les sous-groupes de
G qui contiennent S.

Autrement dit, x € (S) si et seulement si on peut exprimer x comme produit d’éléments pris dans S
ou dans S™!, ol1 on consideére e comme étant un tel produit, celui de zéro éléments. Un peu infor-
mellement, on exprimera ¢a sous la forme

x=silsil. st s;€S8 neN.
Exercice 25. * Quelles sont les classes a gauche de (R\ {0},-) modulo (R>?,-)? A droite?

¢ Quelles sont les classes de (Z, +) modulo (nZ,+)?
Exercice 26. Soit H = {e, (1 2)} < Ss.

* Montrer que H < Ss.

e Montrer que S3/H # H\ S3.

e Montrer que |Ss/ H| = |H\ S3| en les calculant explicitement.



