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Feuilles d’exercices 2

Exercice 1. Montrer que

• (R>0, ·) est un sous-groupe de (R×, ·).

• (Z,+) est un sous-groupe de (R,+).

• (nZ,+) est un sous-groupe de (Z,+) et de (R,+).

Pourquoi (R>0, ·) n’est pas un sous-groupe de (R,+) ?

Exercice 2. 1. Démontrer qu’une partie K ⊆ Z est un sous-groupe de (Z,+) si et seulement s’il
existe d ∈ N tel que K = dZ. De surcroît, d est unique.
On pourrait considérer le plus petit membre de K ∩N⋆ – sauf si cet ensemble est vide...

2. Soit a,b ∈ N. Vérifier que la partie

aZ+bZ = {ka +ℓb : k,ℓ ∈ Z}

est un sous-groupe de (Z,+). Soit c,d ∈ N tels que

aZ+bZ = cZ, aZ∩bZ = dZ.

Que peut-on dire de c et de d ?

Exercice 3. 1. D’après le théorème de Lagrange, quels sont les ordre possibles des sous-groupes
de S3 ?

2. Dresser la liste de tous les sous-groupes de S3.

3. Montrer que ceci est une sous-groupe de S4 :

H = {
id, (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3)

}
.

Exercice 4. Soit G = 〈x〉 un groupe cyclique d’ordre m. Dresser la liste des générateurs de G .

Exercice 5. 1. Montrer que toute permutationσ ∈ Sn est un produit de transpositions de la forme
(i j ), avec i < j dans {1, . . . ,n}.

2. Soit c = (i1 i2 . . . ip ) un p-cycle. Montrer que c = (i1 i2)(i2 i3) · · · (ip−1 ip ).

3. Montrer que pour tout i , j ∈ {1, . . . ,n} vérifiant i < j −1, on a (i j ) = ( j −1 j )(i j −1)( j −1 j ).
En déduire que le groupe Sn est engendré par les transpositions (i i +1) avec 1⩽ i ⩽ n −1.

4. Exhiber une famille génératrice minimale du groupe S3.

Exercice 6 (Le groupe diédral Dn). On rappelle que

O(2,R) =
{

A ∈ M(2,R) : t A A = I2

}
est le groupe des matrices (dans la base canonique) des isométries du plan euclidien R2. Si A ∈
O(2,R) alors det A =±1.
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• Si det A = 1 alors

A = Rθ =
(
cosθ −sinθ
sinθ cosθ

)
pour un unique 0 ≤ θ < 2π. C’est la matrice d’une rotation par angle θ.

• Si det A =−1 alors

A = Sθ =
(
cosθ sinθ
sinθ −cosθ

)
pour un unique 0 ≤ θ < 2π. C’est la matrice d’une réflexion orthogonale par rapport à une
droite dont l’angle par rapport à e1 est θ/2.

Soit maintenant n ≥ 3, et soit C ⊆ R2 un polygone régulier à n sommets, dont le centre est à (0,0)
et un sommet est à (1,0) (faites un dessein pour n = 3,4,5). On définit Dn , le n-ème groupe diédral,
comme l’ensemble des isométries de R2 qui envoient C sur lui-même.

1. Se convaincre qu’une isométrie de R2 appartient à Dn ssi elle envoie chaque sommet de C vers
un sommet de C , ssi elle envoie (1,0) vers un sommet de C .

2. Nous allons identifier une isométrie de R2 avec sa matrice dans la base canonique. Montrer
que sous cette identification,

Dn =
{

R2kπ/n , S2kπ/n : k ∈ Z
}

.

3. Montrer que l’ensemble des rotation dans Dn est un sous-groupe cyclique de Dn .

4. Montrer qu’il existe une rotation r ∈ Dn telle que, pour toute réflexion s ∈ D4,

Dr = 〈r, s〉 = 〈r 〉∪ s〈r 〉.

Exercice 7. Soit G un groupe monogène d’ordre n (fini).

1. Montrer qu’il admet un unique sous-groupe d’ordre d pour chaque d | n.

2. Montrer qu’il admet un unique sous-groupe d’indice d pour chaque d | n.

Exercice 8. Soit G un groupe monogène infini. Montrer qu’il admet un unique sous-groupe d’indice
d pour chaque d ∈ N⋆, ainsi qu’un unique sous-groupe d’indice infini.

Exercice 9. Soit G un groupe fini, d’ordre n. Supposons que pour chaque d , G possède au plus d
membres dont l’ordre divise d . Montrer que G est monogène.

Pour cela, vous pouvez suivre les étapes suivantes :

1. Soit x ∈G , disons ord(x) = d . Montrer que

〈x〉 = {
y ∈G : ord(y) | d

}
.

2. Pour chaque d , soit

α(d) = |{x ∈G : ord(x) = d
}|.

Montrer que siα(d) > 0 alors d | n etα(d) =ϕ(d), oùϕ est l’indicatrice d’Euler que nous avons
étudiée dans la fiche précédente.
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3. Conclure, en comparant les deux sommes
∑

d |nα(d) et
∑

d |nϕ(d).

Exercice 10. À l’aide de l’exercice précédent, montrer que si K est un corps (commutatif !) et si G ≤
K × est un sous-groupe fini, alors G est monogène.

Exercice 11. Montrer que pour p premier, (Z/pZ×, ·) ∼= (
Z/(p −1)Z,+)

.

Exercice 12. La relation H ≤G est un ordre partiel sur les groupes. Autrement dit, cette relation est :

• Réflexive : G ≤G

• Antisymétrique : H ≤G et G ≤ H implique G = H (en tant que groupes !)

• Transitive : Si K ≤ H et H ≤G alors K ≤G

Exercice 13. Si H ≤G et K ≤G , alors : H ≤ K ssi H ⊆ K .
Autrement dit, sur la famille des sous-groupes de G , l’ordre par la relation « sous-groupe » coïn-

cide avec l’ordre par l’inclusion.
Quel est le plus petit sous-groupe de G , selon cet ordre?

Exercice 14. Soit G un groupe et H ,K ≤G deux sous-groupes.

1. Rappeler pourquoi H ∩K ≤G .

2. Montrer que HK ≤G si et seulement si HK = K H .

3. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que H ∪K ≤G .
Indication : si x ∈ H \ K et y ∈ K \ H , que peut-on dire de x y ?

Exercice 15. Trouver deux sous-groupes de S3 dont la réunion n’est pas un sous-groupe.

Exercice 16. Soit G un groupe et x ∈G .

1. Montrer que x ∈ Z (G) si et seulement si CG (x) =G .

2. Montrer que G est abélien si et seulement si Z (G) =G .

Exercice 17. Soit G un groupe, H ≤G et K =CG (H). Montrer que H ≤CG (K ).

Exercice 18. Soit G un groupe non trivial et x ∈G . Montrer que CG (x), le centralisateur de x dans G ,
n’est jamais trivial.

Exercice 19. Soit G = S3. Calculer CG (σ) pour chaque σ ∈G , ainsi que Z (G).
Pouvez-vous calculer Z (Sn) pour tout n ∈ N ?

Exercice 20. Soit G un groupe, A ⊆G une partie, et H ≤G un sous-groupe.

1. Montrer que le normalisateur NG (A) est un sous-groupe de G .

2. Montrer que H ≤ NG (H).

Exercice 21. Montrer que dans un quelconque groupe G : 〈;〉 = {e}, et c’est l’unique sous-groupe de
G qui est un groupe trivial. C’est donc le sous-groupe trivial de G .

Exercice 22. Soit G un groupe. Alors 〈G〉 =G . Plus généralement, si H ≤G alors 〈H〉 = H . Et encore
plus généralement, si S ⊆G , alors S ≤G si et seulement si S = 〈S〉.
Exercice 23. Si S ⊆ H ≤G alors 〈S〉H = 〈S〉G .
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Exercice 24. Soit G un groupe.

1. Pour deux parties A,B ⊆G , on pose

AB = {x y : x ∈ A, y ∈ B} ⊆G

Montrer que pour A,B ,C ⊆G :

A(BC ) = (AB)C

2. Pour A ⊆G on pose

A−1 = {x−1 : x ∈ A}.

Montrer que pour A,B ⊆G :

(A−1)−1 = A, (AB)−1 = B−1 A−1.

3. Pour A ⊆G on pose, par récurrence sur n ∈ N :

A0 = {e}, An+1 = An A.

Montrer que pour tout n,m ∈ N :

A1 = A, An+m = An Am , (A−1)n = (An)−1.

4. Soit maintenant S ⊆G . Montrer que (S ∪S−1)−1 = S ∪S−1. En déduire que

H = ⋃
n∈N

(S ∪S−1)n

est un sous-groupe de G .

5. Montrer que H = 〈S〉. Autrement dit, montrer que c’est le plus petit parmi les sous-groupes de
G qui contiennent S.

Autrement dit, x ∈ 〈S〉 si et seulement si on peut exprimer x comme produit d’éléments pris dans S
ou dans S−1, où on considère e comme étant un tel produit, celui de zéro éléments. Un peu infor-
mellement, on exprimera ça sous la forme

x = s±1
1 s±1

2 · · · s±1
n , si ∈ S, n ∈ N.

Exercice 25. • Quelles sont les classes à gauche de (R \ {0}, ·) modulo (R>0, ·) ? À droite?

• Quelles sont les classes de (Z,+) modulo (nZ,+) ?

Exercice 26. Soit H = {
e, (1 2)

}⊆ S3.

• Montrer que H ≤ S3.

• Montrer que S3/H ̸= H \S3.

• Montrer que |S3/H | = |H \S3| en les calculant explicitement.
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