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1 Suites à valeurs réelles

1.1 Définitions et exemples

Définition 1.1. Une suite réelle est une application de N dans R : u : N→ R, n 7→ u(n).

Notations - Vocabulaire.
— L’ensemble des suites à valeurs réelles se note RN ;
— Pour tout n ∈ N, on note un = u(n) c’est le terme général de la suite ;
— La suite (comme fonction) est notée (un)n∈N.

Remarque 1.1. Il arrive qu’une suite ne soit définie qu’à partir d’un certain rang, par exemple :
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— (un)n∈N? =
(

1
n

)
n∈N?

est définie pour tout n ≥ 1 ;
— (un)n≥3 = (

√
2n− 6)n≥3 est définie pour tout n ≥ 3.

On peut définir des suites par différents procédés :
1. De façon explicite : pour tout n ∈ N, un = f(n) où f : A→ R est une application (A ⊂ R). Par exemple,

(un)n∈N? =
(

1
n

)
n∈N?

, (un)n≥3 = (
√

2n− 6)n≥3, (un)n∈N? = (lnn)n∈N? . . .

2. Par récurrence : on commence par définir le(s) premier(s) terme(s) de la suite (u0, . . . , up) ∈ Rp+1,
où p ∈ N. Puis chaque terme est défini à partir du (des) précédent(s) : pour tout n ∈ N,
un+p+1 = f(un, . . . , un+p) où f est une fonction à valeurs réelles.

Par exemple,

 u0 = 3
∀n ∈ N, un+1 = 1

un+1
;

 u1 = 1
∀n ∈ N?, un+1 = eun

;

 u0 = 1 et u1 = 1
∀n ∈ N, un+2 = 2un+1 + un

.

3. De façon implicite : on ne donne pas de « formule », les termes de la suite sont définis par une propriété.
Exemple : pour tout n ∈ N, un est l’unique racine positive du polynôme Pn = X5 + nX − 1.
Exercice : vérifier que cette suite est bien définie en étudiant la fonction polynôme associée à Pn sur
[0,+∞[ et en appliquant le théorème de la bijection.

1.2 Monotonie

Définition 1.2. Soit (un)n∈N une suite de nombres réels.
— (un)n∈N est dite croissante (resp. strictement croissante) si et seulement si pour tout n ∈ N, un+1 ≥ un

(resp. un+1 > un) ;
— (un)n∈N est dite décroissante (resp. strictement décroissante) si et seulement si pour tout n ∈ N,

un+1 ≤ un (resp. un+1 < un) ;
— (un)n∈N est monotone (resp. strictement monotone) si elle est croissante (resp. strictement croissante)

ou décroissante (resp. strictement décroissante).

Remarque 1.2.
1. En pratique, pour étudier la monotonie de (un)n∈N, on regarde le plus souvent le signe de un+1 − un.

Parfois, si un 6= 0, on compare un+1
un

à 1 (en prenant garde au signe de un) ou on raisonne par récurrence.
2. Attention si pour tout n ∈ N, un+1 = f(un), ce n’est pas parce que f est croissante que (un)n∈N l’est

aussi.
Exemple : u0 = 1/2 et, pour tout n ∈ N, un+1 = u2

n = f(un) où f : R→ R, x 7→ x2.
f est strictement croissante sur R+ mais on montre par récurrence que (un)n∈N est décroissante.
On peut montrer que si f est croissante alors (un)n∈N est monotone [exercice].

3. Attention : ne jamais dériver le terme général d’une suite cela n’a aucun sens.
4. Une suite peut ne pas être monotone (ni croissante ni décroissante), par exemple (un)n∈N = ((−1)n)n∈N.

Exemples.
1. (un)n∈N = (n)n∈N est strictement croissante.

2. (un)n∈N définie par u0 = 1 et, pour tout n ∈ N, un+1 = un
u2
n + 1 est strictement décroissante.

En effet, on montre par récurrence que, pour tout n ∈ N, un > 0. Puis, on remarque que, pour tout
n ∈ N,

un+1 − un = −u3
n

u2
n + 1

ainsi, pour tout n ∈ N, un+1 − un < 0. Donc (un)n∈N est strictement décroissante.

1.3 Suites majorées et minorées

Définition 1.3. Soit (un)n∈N une suite de nombres réels.
1. (un)n∈N est majorée si : ∃M ∈ R, ∀n ∈ N, un ≤M .
2. (un)n∈N est minorée si : ∃m ∈ R, ∀n ∈ N, un ≥ m.
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3. (un)n∈N est bornée si elle est majorée et minorée.

En pratique, pour montrer que (un)n∈N est bornée on peut montrer que la suite (|un|)n∈N est majorée.

Exemples.
1. (un)n∈N définie par u0 = 1 et, pour tout n ∈ N, un+1 = un

u2
n + 1 est minorée par 0 (cf ci-dessus).

2. (un)n∈N? =
(

1
n

)
n∈N?

est minorée par 0 et majorée par 1.

3. (un)n∈N = (n)n∈N est minorée par 0 mais elle n’est pas majorée (∀M ∈ R, ∃n ∈ N, n > M).
4. (un)n∈N = ((−1)n)n∈N est bornée car : ∀n ∈ N, |un| = 1 ≤ 1.

2 Convergence des suites à valeurs réelles
On s’intéresse au comportement de un quand n devient grand (n→ +∞).

2.1 Définition et premières propriétés

Définition 2.1. La suite (un)n∈N converge vers ` ∈ R si et seulement si

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n ∈ N, n ≥ N =⇒ |un − `| ≤ ε.

Une suite qui ne converge pas est dite divergente.

Si (un)n∈N converge vers `, on note lim
n→+∞

un = lim un = ` ou un −−−−−→
n→+∞

`.

Exemple 2.1. La suite (un)n∈N? =
(

1
n

)
n∈N?

converge vers 0. En effet, soit ε > 0, il existe N ∈ N? tel que
N × ε ≥ 1 c’est-à-dire 1

N ≤ ε [Rappel : R est archimédien : ∀x ∈ R, ∀y ∈ R?+, ∃n ∈ N, ny ≥ x].
Soit n ≥ N , alors 1

n ≤
1
N ≤ ε, on en déduit que : ∀n ≥ N , |un − 0| ≤ ε et donc que la suite converge vers 0.

Remarque 2.1. Pour toute suite (un)n∈N, il y a équivalence entre :
(i) (un)n∈N converge vers ` ;
(ii) (un − `)n∈N converge vers 0.

Remarque 2.2. Il existe deux types de suites divergentes :
1. Celles qui n’admettent pas de limite finie ou infinie, par exemple, ((−1)n)n∈N ou ((−1)nn)n∈N.
2. Celles qui tendent vers l’infini ; par exemple pour +∞ cela s’écrit :

∀M ∈ R, ∃N ∈ N, ∀n ∈ N, n ≥ N =⇒ un ≥M.

Exemple 2.2. (n)n∈N ou (en)n∈N.

PÉcrire la définition pour une suite qui tend vers −∞ : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Proposition 2.1. Soit (un)n∈N une suite convergente, alors sa limite est unique.

Démonstration. Supposons par l’absurde qu’il existe (`1, `2) ∈ R2, `1 6= `2, tel que (un)n∈N converge vers `1 et
vers `2. Soit ε > 0, par définition :

∃N1 ∈ N, ∀n ∈ N, n ≥ N1 =⇒ |un − `1| ≤ ε et ∃N2 ∈ N, ∀n ∈ N, n ≥ N2 =⇒ |un − `2| ≤ ε.

On montre maintenant que |`1 − `2| ≤ 2ε. Soit n ∈ N,

|`1 − `2| = |(`1 − un) + (un − `2)| ≤ |`1 − un|+ |un − `2|.

3



En posant N = max{N1, N2} et en choisissant n ≥ N , on obtient |`1 − `2| ≤ 2ε.
Prenons ε = |`1−`2|

3 , ε > 0 car `1 6= `2, alors :

|`1 − `2| ≤
2
3 |`1 − `2|,

ce qui est absurde. Donc `1 = `2.
PIllustrer la démonstration par un dessin.

Proposition 2.2. Toute suite convergente (un)n∈N est bornée.

Démonstration. On commence par traduire la convergence en prenant ε = 1 dans la définition.
Soit (un)n∈N une suite qui converge vers `. On choisit ε = 1 dans la définition de la convergence des suites, il
existe donc N ∈ N tel que : ∀n ≥ N , |un − `| ≤ 1, d’où, pour tout n ≥ N , |un| ≤ 1 + |`|.
Par conséquent : ∀n ∈ N, |un| ≤ max{|u0|, |u1|, . . . , |uN−1|, 1 + |`|}, la suite est donc bornée.
PIllustrer la démonstration par un dessin. Vous pourrez mettre n en abscisse et un en ordonnée.

2.2 Des exemples à connaître

2.2.1 Suites arithmétiques

Définition 2.2. On appelle suite arithmétique toute suite (un)n∈N définie par u0 ∈ R et, pour tout n ∈ N,
un+1 = un + r, où r ∈ R.
r est appelé raison de la suite.

Proposition 2.3 (terme général). Soit (un)n∈N une suite arithmétique de raison r ∈ R, alors, pour tout n ∈ N,
un = u0 + nr.
Plus généralement, soit p ∈ N, alors : ∀n ≥ p, un = up + (n− p)r.

Proposition 2.4 (monotonie et convergence). Soit (un)n∈N une suite arithmétique de raison r ∈ R, alors :

r < 0 r = 0 r > 0

Monotonie (un)n∈N strictement décroissante (un)n∈N constante (un)n∈N strictement croissante
Convergence lim

n→+∞
un = −∞ lim

n→+∞
un = u0 lim

n→+∞
un = +∞

Proposition 2.5 (Somme des termes). Soit (un)n∈N une suite arithmétique de raison r ∈ R, alors :

— Pour tout n ∈ N,
n∑
i=0

ui = (n+ 1) u0 + un
2 ;

— Plus généralement, pour tout p ∈ N, pour tout n ≥ p,
n∑
i=p

ui = (n− p+ 1) up + un
2 .
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2.2.2 Suites géométriques

Définition 2.3. On appelle suite géométrique toute suite (un)n∈N définie par u0 ∈ R et, pour tout n ∈ N,
un+1 = b× un, où b ∈ R.
b est appelé raison de la suite.

Proposition 2.6 (terme général). Soit (un)n∈N une suite géométrique de raison b ∈ R, alors, pour tout n ∈ N,
un = u0 × bn.
Plus généralement, soit p ∈ R, alors : ∀n ≥ p, un = up × bn−p.

Proposition 2.7 (monotonie et convergence). Soit (un)n∈N une suite géométrique de raison b ∈ R, alors :
• Monotonie :

b < 0 b = 0 0 < b < 1 b = 1 b > 1

(un) non monotone (un) const. u0 > 0 : (un) strict. décroiss. (un) const. u0 > 0 : (un) strict. croiss.
(alternée) u0 < 0 : (un) strict. croiss. u0 < 0 : (un) strict. décroiss.

• Convergence :
b ≤ −1 −1 < b < 1 b = 1 b > 1

(un) diverge lim
n→+∞

un = 0 lim
n→+∞

un = u0 u0 > 0 : lim
n→+∞

un = +∞

u0 < 0 : lim
n→+∞

un = −∞

Proposition 2.8 (Somme des termes). Soit (un)n∈N une suite géométrique de raison b ∈ R, alors :

— Si b = 1 : pour tout n ∈ N,
n∑
i=0

ui = u0(n+ 1) et, pour tout p ∈ N, pour tout n ≥ p,
n∑
i=p

ui = up(n− p+ 1) ;

— Si b 6= 1 : pour tout n ∈ N,
n∑
i=0

ui = u0
1− bn+1

1− b et, pour tout p ∈ N, pour tout n ≥ p,
n∑
i=p

ui = up
1− bn−p+1

1− b .

Remarque 2.3. Il n’est pas nécessaire de connaître par cœur les tableaux donnant la monotonie des suites
arithmétiques et géométriques, par contre, il faut savoir retrouver les résultats rapidement. En revanche, les
résultats sur les sommes des termes de ces suites sont à connaître et il faut savoir les démontrer.

2.3 Opérations sur les limites

On va voir dans cette partie des théorèmes généraux sur les opérations sur les limites. Quand ces théorèmes
ne permettent pas de conclure on dit que l’on a une forme indéterminée.

2.3.1 Somme

Proposition 2.9. Soient (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites qui convergent respectivement vers ` ∈ R et `′ ∈ R,
alors la suite (un + vn)n∈N converge vers `+ `′.

Démonstration. Soit ε > 0, la convergence des deux suites implique :

∃N1 ∈ N, ∀n ∈ N, n ≥ N1 ⇒ |un − `| ≤ ε et ∃N2 ∈ N, ∀n ∈ N, n ≥ N2 ⇒ |vn − `′| ≤ ε.

PTerminer la démonstration. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Plus généralement, on a la proposition suivante :

Proposition 2.10. Soit (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites qui tendent respectivement vers α ∈ R et β ∈ R, alors,
quand on peut conclure, la convergence de la suite (un + vn)n∈N est donnée par le tableau suivant :
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β

α
−∞ ` ∈ R +∞

−∞
`′ ∈ R
+∞

PCompléter le tableau précédent, indiquer le cas échéant les formes indéterminées.

Démonstration. Traitons par exemple le cas où un −−−−−→
n→+∞

` ∈ R et vn −−−−−→
n→+∞

+∞.
Soit M ∈ R, il existe N1 ∈ N tel que : ∀n ≥ N1, |un − `| ≤ 1. Ainsi, pour tout n ≥ N1, un ≥ −1 + `.
De plus, il existe N2 ∈ N tel que : ∀n ≥ N2, vn ≥M − (`− 1).
Posons N = max{N1, N2} alors : ∀n ≥ N , un + vn ≥M . On en déduit que un + vn −−−−−→

n→+∞
+∞.

Remarque 2.4.PJustifions la forme indéterminée obtenue dans le tableau précédent. Pour cela, on donne
des exemples avec un −−−−−→

n→+∞
+∞ et vn −−−−−→

n→+∞
−∞ mais pour lesquelles (un + vn)n∈N a un comportement

asymptotique différent.
1. On considère (un)n∈N = (n)n∈N et (vn)n∈N = (−2n)n∈N, alors un −−−−−→

n→+∞
. . . , vn −−−−−→

n→+∞
. . .

et un + vn −−−−−→
n→+∞

. . . ;

2. On considère (un)n∈N = (. . . )n∈N et (vn)n∈N = (. . . )n∈N, alors un −−−−−→
n→+∞

+∞, vn −−−−−→
n→+∞

−∞
et un + vn −−−−−→

n→+∞
+∞ ;

3. On considère (un)n∈N = (n)n∈N et (vn)n∈N = (1− n)n∈N, alors un −−−−−→
n→+∞

. . . , vn −−−−−→
n→+∞

. . .

et un + vn −−−−−→
n→+∞

. . . ;

4. On considère (un)n∈N = (n+ (−1)n)n∈N et (vn)n∈N = (−n)n∈N, alors un −−−−−→
n→+∞

. . . , vn −−−−−→
n→+∞

. . .

et (un + vn)n∈N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2.3.2 Multiplication par un scalaire

Proposition 2.11. Soit (un)n∈N une suite qui tend vers α ∈ R, alors, pour tout λ ∈ R? la convergence de la
suite (λun)n∈N est donnée par le tableau suivant :

α −∞ ` ∈ R +∞

λ > 0
λ < 0

PCompléter le tableau précédent, indiquer le cas échéant les formes indéterminées.

Démonstration. Traitons le cas où (un)n∈N converge vers ` ∈ R. Soit λ ∈ R? et soit ε > 0, il existe N ∈ N tel
que, pour tout n ≥ N , |un − `| ≤ ε, par conséquent, pour tout n ≥ N :

|λun − λ`| = |λ| |un − `| ≤ |λ|ε,

donc λun −−−−−→
n→+∞

λ`.

2.3.3 Produit

Proposition 2.12. Soit (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites qui tendent respectivement vers α ∈ R et β ∈ R, alors,
quand on peut conclure, la convergence de la suite (unvn)n∈N est donnée par le tableau suivant :
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β

α
−∞ ` < 0 0 ` > 0 +∞

−∞
`′ < 0

0
`′ > 0
+∞

PCompléter le tableau précédent, indiquer le cas échéant les formes indéterminées.

Démonstration. Cas où un −−−−−→
n→+∞

` ∈ R et vn −−−−−→
n→+∞

`′ ∈ R.
On doit montrer que |unvn − ``′| peut être aussi petit que l’on veut quand n tend vers +∞, pour cela on va
transformer unvn − ``′ pour faire apparaître les quantités un − ` et vn − `′ sur lesquelles on a des informations.
Soit n ∈ N, unvn − ``′ = un(vn − `′) + un`

′ − ``′ = un(vn − `′) + `′(un − `), d’où :

|unvn − ``′| ≤ |un||vn − `′|+ |`′||un − `|

Soit ε > 0 : ∃N1 ∈ N, ∀n ≥ N1, |un − `| ≤ ε et ∃N2 ∈ N, ∀n ≥ N2, |vn − `′| ≤ ε.
De plus, comme (un)n∈N converge elle est bornée, il existe donc M ∈ R tel que, pour tout n ∈ N, |un| ≤M .
Posons N = max{N1, N2}, alors :

∀n ≥ N, |unvn − ``′| ≤ (M + |`′|)ε,

donc unvn −−−−−→
n→+∞

``′.

2.3.4 Inverse et quotient

Proposition 2.13. Soit (un)n∈N une suite de nombres réelles.
1. Si (un)n∈N diverge vers ±∞ alors (1/un)n∈N converge vers 0.
2. Si (un)n∈N converge vers ` ∈ R? alors (1/un)n∈N converge vers 1/`.
3. Si (un)n∈N converge vers 0 et si un est strictement positif (resp. négatif) à partir d’un certain rang alors

(1/un)n∈N diverge vers +∞ (resp. −∞).

Démonstration.
1. Cas où un −−−−−→

n→+∞
+∞ : soit ε > 0, on poseM = 1

ε . Il existe N ∈ N tel que, pour tout n ≥ N , un ≥M > 0

d’où 1
un

=
∣∣∣ 1
un

∣∣∣ ≤ 1
M = ε. Donc (1/un)n∈N converge vers 0.

2. Montrons d’abord que la suite (1/un)n∈N est bien définie à partir d’un certain rang : il existe N1 ∈ N tel
que, pour tout n ≥ N1, |un − `| ≤ |`|2 , ainsi : ∀n ≥ N1, |un| ≥ |`|2 > 0. On en déduit que (1/un)n≥N1 est
bien définie.
Soit n ≥ N1, ∣∣∣∣ 1

un
− 1
`

∣∣∣∣ = |un − `|
|un| |`|

≤ 2
|`|2
|un − `|,

car |un| ≥ |`|2 ou encore 1
|un| ≤

2
|`| . On utilise maintenant la convergence de (un)n∈N vers `.

Soit ε > 0 : ∃N2 ∈ N, ∀n ≥ N2, |un − `| ≤ ε. Posons N = max{N1, N2}, pour tout n ≥ N ,∣∣∣∣ 1
un
− 1
`

∣∣∣∣ ≤ 2
|`|2

ε,

donc (1/un)n∈N converge vers 1/`.

Corollaire 1. Soit (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites qui tendent respectivement vers α ∈ R et β ∈ R, alors, quand
on peut conclure, la convergence de la suite (un/vn)n∈N est donnée par le tableau suivant :
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β

α
−∞ ` < 0 0 ` > 0 +∞

−∞ ? 0 0 0 ?
`′ < 0 +∞ `

`′ > 0 0 `
`′ < 0 −∞

(vn) alternée : ? (vn) alternée : ? (vn) alternée : ? (vn) alternée : ?
0 vn < 0 : +∞ vn < 0 : +∞ ? vn < 0 : −∞ vn < 0 : −∞

vn > 0 : −∞ vn > 0 : −∞ vn > 0 : +∞ vn > 0 : +∞
`′ > 0 −∞ `

`′ < 0 0 `
`′ > 0 +∞

+∞ ? 0 0 0 ?

Bilan des formes indéterminées. +∞+ (−∞) ; 0× (±∞) ; 0
0 ;
∞
∞ ; 1∞ ; ∞0.

PÉtudier la limite des suites
(
n1/n

)
n≥1

et
(
n1/ lnn

)
n≥2

.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2.4 Passage des inégalités à la limite

Proposition 2.14. Soit (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites qui convergent respectivement vers ` ∈ R et `′ ∈ R. Si,
pour tout n ∈ N, un ≤ vn alors ` ≤ `′.

Démonstration. La suite (vn−un)n∈N converge et lim
n→+∞

(vn−un) = `′−`, de plus, pour tout n ∈ N, vn−un ≥ 0.

Supposons par l’absurde que `′ − ` < 0. Alors : ∃N ∈ N, ∀n ≥ N , |(vn − un)− (`′ − `)| ≤ `−`′
2 , donc :

∀n ≥ N, vn − un ≤ (`′ − `) + `− `′

2 = `′ − `
2 < 0,

ce qui contredit l’hypothèse : ∀n ∈ N, vn − un ≥ 0, donc `′ ≥ `.

Remarque 2.5. Attention, l’hypothèse, pour tout n ∈ N, un < vn, n’implique pas en général, ` < `′ mais
seulement que ` ≤ `′.
Regarder, par exemple, les suites (un)n∈N = (0)n∈N et (vn)n∈N? = (1/n)n∈N?.

3 Des critères de convergence

3.1 Théorème d’encadrement ou « des gendarmes »

Théorème 3.1. Soit (un)n∈N, (vn)n∈N et (wn)n∈N des suites réelles telles que à partir d’un certain rang
un ≤ vn ≤ wn. On suppose que (un)n∈N et (wn)n∈N convergent vers ` ∈ R, alors (vn)n∈N converge vers `.

Démonstration. Il existe n0 ∈ N tel que, pour tout n ≥ n0, un ≤ vn ≤ wn.

PTerminer la démonstration. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Cas particulier. Si lim
n→+∞

wn = ` et si ` ≤ vn ≤ wn à partir d’un certain rang, alors (vn)n∈N converge vers `.
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Théorème 3.2. Soit (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites réelles.
1. Si lim

n→+∞
vn = +∞ et un ≥ vn à partir d’un certain rang, alors lim

n→+∞
un = +∞.

2. Si lim
n→+∞

vn = −∞ et un ≤ vn à partir d’un certain rang, alors lim
n→+∞

un = −∞.

Démonstration.
1. Il existe n0 ∈ N, pour tout n ≥ n0, un ≥ vn. Soit M ∈ R+,

∃N ′ ∈ N, ∀n ≥ N ′, vn ≥M.

Posons N = max{n0, N
′}, pour tout n ≥ N , un ≥ vn ≥M , c’est-à-dire lim

n→+∞
un = +∞.

2. Appliquer le point précédent à −un et −vn.

Exemple 3.1.PÉtudier la convergence des suites suivantes :

1.
(

sinn
n

)
n∈N?

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2.
(

(−1)n

lnn

)
n≥2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

3.2 Suites réelles et borne supérieure

3.2.1 Suites monotones

Théorème 3.3. Pour toute suite réelle (un)n∈N, si (un)n∈N est croissante et majorée (resp. décroissante et
minorée), alors (un)n∈N converge.

Démonstration. Soit (un)n∈N une suite croissante et majorée.
(un)n∈N est majorée, notons M ∈ R un majorant de l’ensemble {un | n ∈ N}. Comme cet ensemble est non vide
et majorée, il admet une borne supérieure, notons-la `.
Montrons que (un)n∈N converge vers `.
Soit ε > 0, par définition de la borne supérieure, `− ε ne majore pas {un | n ∈ N}, il existe donc N ∈ N tel que
uN > `− ε.
Comme (un)n∈N est croissante et majorée par `, on a : ∀n ≥ N , ` ≥ un ≥ uN ≥ `− ε. Par conséquent,

∀n ≥ N, `− ε ≤ un ≤ `+ ε,

ce qui signifie que (un)n∈N converge vers `.
Si (un)n∈N est décroissante et minorée, on applique ce qui précède à (−un)n∈N qui est croissante et majorée.

Remarque 3.1. Attention, si (un)n∈N est majorée par M et croissante, elle ne converge pas nécessairement
vers M , la preuve montre que la suite converge vers le sup{un | n ∈ N}.

Exemple 3.2.POn considère (un)n∈N définie par u0 = 1 et, pour tout n ∈ N?, un+1 = un
u2

n+1 .
Justifier que la suite est bien définie, strictement positive, décroissante. En déduire qu’elle converge puis calculer
sa limite.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Proposition 3.1. Pour toute suite réelle (un)n∈N, si (un)n∈N est croissante et non majorée (resp. décroissante
et non minorée), alors (un)n∈N diverge vers +∞ (resp. vers −∞).

Démonstration.PFaire le cas des suites croissantes et non majorées.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Dans le cas où (un)n∈N est décroissante et non minorée, on applique ce qui précède à (−un)n∈N.

Remarque 3.2. Bilan sur la convergence des suites monotones.
Si (un)n∈N est une suite réelle croissante, deux cas se présentent :

— Soit (un)n∈N est majorée, alors elle converge ;
— Soit (un)n∈N n’est pas majorée, alors elle diverge vers +∞.

3.2.2 Application aux suites adjacentes

Définition 3.1. Deux suites (un)n∈N et (vn)n∈N sont dites adjacentes si :
1. (un)n∈N est croissante ;
2. (vn)n∈N est décroissante ;
3. (un − vn)n∈N converge vers 0.

Théorème 3.4. Soit (un)n∈N et (vn)n∈N des suites adjacentes, alors elles convergent vers la même limite.

Démonstration.
• On commence par montrer que, pour tout n ∈ N, un ≤ vn.
Supposons qu’il existe p ∈ N tel que up > vp. (un)n∈N est croissante et (−vn)n∈N est croissante, ainsi (un−vn)n∈N
est aussi croissante.
Par conséquent : ∀n ≥ p, un − vn ≥ up − vp > 0, ce qui contredit la convergence vers 0 de la suite (un − vn)n∈N.
• Montrons maintenant que (un)n∈N et (vn)n∈N convergent.
(un)n∈N est croissante et majorée par v0 donc elle converge. De même, (vn)n∈N est décroissante et minorée par
u0, donc elle est convergente.
• Justifions enfin que les deux suites ont la même limite.
Notons ` et `′ les limites respectives des deux suites. Comme elles convergent, la suite (un − vn)n∈N converge
vers `− `′, par unicité de la limite, `− `′ = 0, c’est-à-dire ` = `′.

3.2.3 Caractérisation de la borne supérieure

Corollaire 2. Soit A une partie non vide de R qui admet une borne supérieure. Alors :

a = supA⇐⇒

 (i) ∀x ∈ A, x ≤ a
(ii”) ∃(an)n∈N ∈ AN, an −−−−−→

n→+∞
a
.

Démonstration. D’après la définition de la borne supérieure, a est un majorant de A et il suffit de vérifier que
(ii”) est équivalente à (ii’) ∀ε > 0, ∃x ∈ A, a− ε < x ≤ a.
• Supposons qu’il existe (an)n∈N ∈ AN telle que an −−−−−→

n→+∞
a.

Soit ε > 0 : ∃N ∈ N, ∀n ≥ N , |an − a| < ε. Ainsi, aN ∈ A vérifie a− ε < aN ≤ a d’où (ii’).
• Supposons que (ii’) est vraie et prenons, pour tout n ∈ N?, ε = 1

n . Pour tout n ∈ N, il existe donc an ∈ A tel
que a− 1

n < an ≤ a. On construit ainsi une suite (an)n∈N qui convient.

Remarque 3.3. On peut caractériser la borne inférieure de la même manière. . .
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3.3 Critère de Cauchy

Le problème avec la définition de la convergence c’est qu’elle fait intervenir la limite que l’on ne connait pas
toujours. Le critère de Cauchy permet de montrer, dans certaines situations, que la suite converge sans connaître
sa limite.

Nous utiliserons en particulier le critère de Cauchy quand nous étudierons les séries pour montrer que la
convergence absolue implique la convergence.

Définition 3.2. On dit que (un)n∈N est une suite de Cauchy si :

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀(n, p) ∈ N2, (n ≥ N et p ≥ N) =⇒ |un − up| ≤ ε.

Théorème 3.5. Pour toute suite de nombres réels (un)n∈N, il y a équivalence entre :
1. (un)n∈N est une suite de Cauchy ;
2. (un)n∈N est convergente.

Démonstration. Admis.

Remarque 3.4.
1. L’implication (2) =⇒ (1) est toujours vraie et donne un critère de non convergence.
2. (1) =⇒ (2) est par exemple fausse dans Q, la preuve nécessite l’existence d’une borne supérieure. On dit

que R est complet.
L’existence de la borne supérieure pour des parties non vides et majorées, la convergence des suites de Cauchy,
la convergence des suites croissantes et majorées sont des propriétés fondamentales de R.

4 Suites extraites

4.1 Définition et premières propriétés

Définition 4.1. Soit (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites. On dit que (vn)n∈N est une suite extraite (ou sous-suite)
de (un)n∈N s’il existe ϕ : N→ N strictement croissante telle que, pour tout n ∈ N, vn = uϕ(n).

Remarque 4.1.
1. On ne prend que certains termes de la suite (un)n∈N. . .
2. Quand ϕ n’est pas donnée explicitement, on note aussi (unk

)k∈N une sous-suite.

Exemple 4.1. (u2n)n∈N, (u2n+1)n∈N, (u2n)n∈N. . .

Proposition 4.1. Soit ϕ : N→ N strictement croissante, alors, pour tout n ∈ N, ϕ(n) ≥ n.

Démonstration.PDémontrer cette proposition par récurrence. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Proposition 4.2. Soit (un)n∈N une suite qui converge vers ` ∈ R (resp. ±∞), alors toute suite extraite de
(un)n∈N converge vers ` (resp. ±∞).

Remarque 4.2. S’il existe une sous-suite convergente cela ne signifie pas nécessairement que la suite elle-même
converge. Par exemple, (un)n∈N = ((−1)n)n∈N : (u2n)n∈N converge vers 1 mais (un)n∈N diverge.

Proposition 4.3. Soit (un)n∈N une suite telle que les deux suites extraites (u2n)n∈N et (u2n+1)n∈N convergent
vers la même limite `. Alors (un)n∈N converge vers `.

Démonstration. Soit ε > 0 : ∃N1 ∈ N, ∀n ≥ N1, |u2n − `| ≤ ε et ∃N2 ∈ N, ∀n ≥ N2, |u2n+1 − `| ≤ ε.
Posons N = max{2N1, 2N2 + 1}, alors : ∀n ≥ N , |un − `| ≤ ε, donc (un)n∈N converge vers `.
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4.2 Le théorème de Bolzano-Weierstrass

Théorème 4.1. Pour toute suite réelle (un)n∈N, si (un)n∈N est bornée alors (un)n∈N admet une sous-suite
convergente.

Démonstration. Soit (un)n∈N une suite réelle et bornée, il existe donc (a, b) ∈ R2 tel que : ∀n ∈ N, un ∈ [a, b].
L’idée est de construire deux suites (an)n∈N et (bn)n∈N adjacentes et une sous-suite (unp)p∈N telle que, pour tout
p ∈ N, ap ≤ unp ≤ bp, puis conclure avec le théorème d’encadrement.
Pour cela on construit par récurrence une suite décroissante (au sens de l’inclusion) d’intervalles

(In)n∈N = ([an, bn])n∈N

telle que, pour tout n ∈ N, In contient une infinité de termes de la suite (un)n∈N et :

bn − an = 1
2n (b0 − a0).

On pose a0 = a, b0 = b et I0 = [a0, b0].[
a0,

a0+b0
2

]
ou
[
a0+b0

2 , b0
]
contient une infinité de termes de la suite (un)n∈N, notons I1 = [a1, b1] cet intervalle.

I1 ⊂ I0, d’où a0 ≤ a1 ≤ b1 ≤ b0 et b1 − a1 = 1
2(b0 − a0).

Soit n ∈ N tel que les intervalles I0, . . .In sont construits.[
an,

an+bn
2

]
ou

[
an+bn

2 , bn
]
contient une infinité de termes de la suite (un)n∈N, notons In+1 = [an+1, bn+1] cet

intervalle. In+1 ⊂ In et bn+1 − an+1 = 1
2(bn − an) = 1

2n+1 (b0 − a0).
D’où la suite (In)n∈N construite par récurrence.
PMontrer que les suites (an)n∈N et (bn)n∈N sont adjacentes.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Notons ` la limite commune aux suites (an)n∈N et (bn)n∈N.
On construit maintenant une sous-suite qui converge : on choisit un0 = u0 ∈ I0.
Puis on choisit un1 ∈ I1 avec n1 > 0,
on choisit un2 ∈ I2 avec n2 > n1 ce qui est possible car {n | un ∈ I2} est infini,
...
on choisit unp ∈ Ip avec np > np−1. . .
(unp)p∈N est une sous-suite de (un)n∈N telle que, pour tout p ∈ N, ap ≤ unp ≤ bp, donc unp −−−−→p→+∞

` par le
théorème d’encadrement.

5 Suites à valeurs complexes
Définition 5.1. Une suite à valeurs complexes est une application N→ C, n 7→ zn. On note CN l’ensemble des
suites à valeurs complexes.

5.1 Convergence des suites à valeurs complexes

La définition de la convergence est formellement la même que dans R mais la valeur absolue est remplacée
par le module.

Définition 5.2. Soit (zn)n∈N ∈ CN, (zn)n∈N converge vers ` ∈ C si et seulement si :

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n ∈ N, n ≥ N =⇒ |zn − `| ≤ ε.

Remarque 5.1.
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1. Attention pas de suite qui tend vers ∞ dans C ! Plus généralement, toutes les propriétés liées à l’ordre
sur R n’ont aucun sens puisque C n’est pas ordonné (par exemple, monotonie, encadrement, majoration,
minoration. . .).
Par contre, (zn)n∈N ∈ CN est bornée si : ∃M ∈ R+, ∀n ∈ N, |zn| ≤M .

2. On peut se ramener aux suites réelles en remarquant que : zn −−−−−→
n→+∞

`⇐⇒ |zn− `| −−−−−→
n→+∞

0 ; ou encore
avec la proposition suivante. . .

Proposition 5.1. Pour toute suite (zn)n∈N ∈ CN, on a : (zn)n∈N converge vers ` ∈ C si et seulement si
(Re(zn))n∈N converge vers Re(`) et (Im(zn))n∈N converge vers Im(`).

Démonstration. Rappel : ∀z ∈ C, |z| ≥ |Re(z)| et |z| ≥ | Im(z)|.
Soit (zn)n∈N ∈ CN.
On suppose que (zn)n∈N converge vers ` ∈ C. Soit ε > 0, il existe N ∈ N tel que, pour tout n ≥ N , |zn − `| ≤ ε.
Or, soit n ∈ N :

|Re(zn)− Re(`)| = |Re(zn − `)| ≤ |zn − `| et | Im(zn)− Im(`)| = | Im(zn − `)| ≤ |zn − `|

Donc : ∀n ≥ N , |Re(zn)− Re(`)| ≤ ε et | Im(zn)− Im(`)| ≤ ε.
Pour la réciproque, on rappelle que : ∀a ≥ 0, ∀b ≥ 0,

√
a+ b ≤

√
a +
√
b (mettre au carré !), donc, pour tout

z ∈ C :
|z| =

√
Re(z)2 + Im(z)2 ≤

√
Re(z)2 +

√
Im(z)2 = |Re(z)|+ | Im(z)|

Soit (zn)n∈N ∈ CN, on suppose que lim
n→+∞

Re(zn) = α ∈ R, lim
n→+∞

Im(zn) = β ∈ R et on pose ` = α+ iβ.
Pour tout n ∈ N, |Re(zn)− Re(`)| = |Re(zn − `)|, d’où |Re(zn − `)| −−−−−→

n→+∞
0.

Pour tout n ∈ N, | Im(zn)− Im(`)| = | Im(zn − `)|, d’où | Im(zn − `)| −−−−−→
n→+∞

0.
Or : ∀n ∈ N, |zn − `| ≤ |Re(zn − `)|+ | Im(zn − `)|, donc |zn − `| −−−−−→

n→+∞
0.

5.2 L’exemple des suites géométriques

Théorème 5.1. Soit (zn)n∈N ∈ CN une suite géométrique de raison q ∈ C. Alors (zn)n∈N converge si et
seulement si |q| < 1 ou q = 1.

Démonstration. Pour tout n ∈ N, zn = z0q
n, ainsi, pour tout n ∈ N, |zn| = |z0||q|n.

Si |q| < 1, |q|n −−−−−→
n→+∞

0, d’où |zn| −−−−−→
n→+∞

0 et donc zn −−−−−→
n→+∞

0.
Si q = 1, la suite est constante égale à z0 donc converge.
Remarquons que si (qn)n∈N converge vers ` ∈ C, comme pour tout n ∈ N, qn+1 = q × qn, en passant à la limite,
on obtient que ` = q` ou encore `(q − 1) = 0. Ainsi, pour q 6= 1, on a ` = 0.
Si |q| = 1 et q 6= 1, comme pour tout n ∈ N, |q|n = 1, la limite ne peut pas être 0. Donc (zn)n∈N diverge.
Si |q| > 1, |zn| −−−−−→

n→+∞
+∞, ainsi (zn)n∈N n’est pas bornée donc elle diverge.

5.3 Suites de Cauchy

La définition est la même que dans le cas réel et on a le théorème suivant :

Théorème 5.2. Pour suite (zn)n∈N ∈ CN, sont équivalentes :
1. (zn)n∈N converge ;
2. (zn)n∈N est une suite de Cauchy.

Remarque 5.2. Comme R, C est complet.

5.4 Théorème de Bolzano-Weierstrass

Théorème 5.3. Si (zn)n∈N est une suite complexe bornée, alors elle admet une sous-suite convergente.

Démonstration. (zn)n∈N est bornée donc (Re(zn))n∈N et (Im(zn))n∈N sont bornées. D’après le cas réel, il existe
une sous-suite (Re(zϕ(n)))n∈N qui converge.
Mais (Im(zϕ(n)))n∈N est bornée, d’où il existe une sous-suite (Im(zϕ◦ψ(n)))n∈N qui converge et donc, comme
(Re(zϕ◦ψ(n)))n∈N est une sous-suite de (Re(zϕ(n)))n∈N, elle converge. Par conséquent, (zϕ◦ψ(n)))n∈N est une sous-
suite convergente.
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Dans ce chapitre il faut savoir démontrer sans indication :
— Toute suite convergente est bornée (proposition 2.2) ;
— Les opérations sur les limites (propositions 2.9) ;
— Les théorèmes d’encadrement (théorème 3.1 et 3.2) ;
— Les théorèmes sur les suites monotones (théorème 3.3 et proposition 3.1) ;
— Le théorème de convergence des suites adjacentes (théorème 3.4).
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