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Exercice 1 :

1. Montrer que si f : X — Y est une application avec Y fini, tel que tout y € Y a précisément k
antécédants, alors X est fini de cardinal k - #Y.

2. Soit X un ensemble fini de cardinal n, et p < n un entier.
(a) Définir un p-arrangement et une p-combinaison d’éléments de X.
(b) Donner (sans preuve) une formule pour le nombre de p-arrangements.

(c) Soit f la fonction qui & tout p-arrangement d’éléments de X associe la p-combinaison de ses
éléments. Calculer le nombre d’antécédants sous f d’une p-combinaison donnée.

(d) En déduire le nombre total de p-combinaisons d’éléments de X. Une formule sans justification,
méme correcte, donne lieu a une déduction de points.

Solution.

1. Par récurrence sur #Y.
Initialisation : Si #Y = 0, alors Y = (), ce qui implique X = (0 et #X =0 =k - #Y.
Hypothése : On suppose vrai pour des ensembles d’arrivée de cardinal n.
Héredité : Si #Y = n+ 1, alors Y # (). Soit yg € Y. On pose Y/ =Y \ {yo} et X’ = f~[Y’]. Puisque
pour tout z € X soit f(z) = yo, soit f(x) € Y’ (mais pas les deux), on a X = X' U f~1[{yo}] et
la réunion est disjointe. De plus, dans la restriction f : X’ — Y’ chaque y € Y’ a précisément k
antécédants. Puisque #Y’ = n, par hypothése #X’ = k- #Y’ = kn. Ainsi

#X =#X' +#f  {yo =kn+k=k(n+1) =k #Y.

D’aprés le principe de récurrence, I’énoncé est vrai.

2. (a) Un p-arrangement d’éléménts de X est un p-uplet d’éléments disticts de X ; une p-combinaison
est une partie de X de cardinal p.

(b) Si #X =n, iy an!/(n—p)! p-arrangements.

(c) Soit {z1,...,xp} une p-combinaison. Alors il y a p!/(p — p)! = p! p-arrangements de ces p élé-
ments. Ceci sont tous les antécédants de cette p-combinaison. Chaque p-combinaison a donc p!
antécédants.

(d) D’aprés le résultat de la partie 1., le nombre de p-arrangements et p! fois le nombre de p-
combinaisons. Il y a donc n!/[(n — p)! p!] p-combinaisons d’éléménts de X, ou n = #X.

Exercice 2 : Soit X un ensemble, et A, B,C C X. On appelle différence symétrique de A et B I’ensemble
AANB={x€ AUB:xz ¢ AN B}.

1. Montrer que AAB = (A\ B)U (B \ A) et que AAB = BAA.

2. Calculer AAA, AAD, AAX et AN(X \ A).

3. Montrer que (AAB)AC = AA(BAC).

4. (Bonus) En déduire que (P(X),0, A) est un groupe commutatif.

Solution.

1. Soit z € AAB.
ler cas : x € A. Puisque s ¢ ANB,onax ¢ B, et doncx € A\ B.
2me cas : x ¢ A. Puisque z € AUB,onax € B, et donc x € B\ A.
Dans les deux cas, z € (A\ B)U(B\ A), et AABC (A\ B)U (B\ A).
Réciproquement, soit z € (A\ B) U (B \ A).
Size A\B,alorsx € ACAUB, et x ¢ B, douxz ¢ BN A.
Sinon, z € B\ A. Alorszt € BC AUB,etx ¢ A, donx ¢ ANB.
Dans les deux cas, z € AAB, et (A\ B)U(B\ A) C AAB.



2. ANA=(AUA)\(ANA)=A\A=10.
AND=(AUD)\ (AND)=A\0=A.
ANX = (AUX)\(ANX)=X\A.
ANX\NA) =(AU(X\A)\(AN(X\A)=X\0=X.

3. On pose X1 = A\(BUC), 9 = B\(AUC), X3 = C\(AUB), X0 = (AQB)\C, Xog = (BQC)\A,
X133 = (ANC)\ B et X123 = AN BNC. Ce sont les parties dans le diagramme de Venn qui
partitionnent A U B U C. Par exemple A = X7 U X12 U X13 U X123, et de méme pour B et C. Alors
AAB = (A\B)U (B\ A) = (X1 U X13) U (X2 U X»3). Ainsi

(AAB)AC) = (X1 UXigUXoU ng)A(Xg U X3 U Xog U X123)

= (Xl U X3 U X9 U Xo3 U X3U Xq3U Xog U X123) \ [(Xl UXi3uXoU X23) N (Xg U X3 U Xo3 U X123)]

= (Xl U X13U X9 U Xo3 U X3U Xq3U Xo3 U X123> \ (X13 U X23) = X7 UXeUX3U Xq03.
Clearly AAB = (AUB)\(ANB)=(BUA)\ (BNA)=BAA. Ainsi par symétrie
(AAB)AC = CA(AAB) = X3UX;UXoU Xq93

et on a bien (AAB)AC = AA(BAC).

4. La partie 3. montre que A : P(X) x P(X) — P(X) qui est associative et commutative. La partie 2.
montre que () est élément neutre, et A lui-méme est I’élément inverse de A. Toutres les axiomes d’'un
groupe commutatif sont donc satisfaits.

Exercice 3 :

1. Montrer que la proposition suivante est vraie
< [(Q—=P)AN(R—P)AN(PVQVR).

2. Soit (uy)y une suite réelle.

(a) Exprimer a 'aide de quantificateurs : S’'il y a b € R tel que pour tout n € N on a —b < u,, <b,
alors il y a £ € R tel que pour tout entier N > 0ily an > N avec [ — uy,| < %

(b) Former la négation de cet énoncé.

(c¢) (Bonus) Reconnaissez-vous le théoréme de la partie 2.(a) ?

Solution.
1. Par table de vérité. On pose S = (Q — P)A(R— P)AN(PVQV R).

P|Q|R|Q—=P|R—-P|PVQVR|S|P+S
VIivVIiv] Vv % % VI VvV
Flviv| F r 1% Fl v
VIF|IV] V 1% 1% Vi v
FlF|V| V F 1% F| VvV
V|VIF| VvV 1% 1% Vi Vv
F|\V|F| F 1% 1% F| V
V|F|F| V 1% 1% Vi Vv
F|F|F| V 1% r F| V

La derniére colonne est toujours vraie. L’énoncé est donc vrai.
2.(a) (3beRVReN, =b<u, <b) = (FLeRYNeN*In>N, [l —uy,| < %)

(b) BbeRVREN, =b<u, <b)A(VLERIN e N*Vn >N, |l —u,| > %), ou
FJbeRVNENVIERIN ENVM >N —b<uy <bA [ —up| > +.

(c) C’est le théoréme de Bolzano-Weierstrass : Si la suite est bornée, il existe une suite extraite
convergente.

Exercice 4 : On considére la fonction réelle

f 2z~ In(cosh(z) — 1).



Donner le domaine de définition maximal.

Donner la parité de f. La fonction f est-elle périodique ?

Etudier les éventuelles limites de f aux bornes de son domaine maximal.
Calculer la fonction dérivée de f.

Donner le tableau de variations de f.

Calculer ses asymptotes éventuelles.
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Dresser le graphe de f.

Solution.
1. dom (f) = R*, puisque cosh(z) > 1 avec égalité ssi x = 0, et Inx est définie ssi z > 0.

2. cosh est paire, donc f aussi : f(—z) = In(cosh(—z) — 1) = In(cosh(z) — 1) = f(z). Puisque
lim, 1o f(2) = 00 (voire 3.) et f n’est pas constante, f ne peut pas étre périodique.

3. On a lim,_,1 cosh(z) = 0o et limg_s 100 Inx = 00, done lim, 1o f(z) = oco.
On a lim, 4 cosh(x) — 1 = 0T, donc par composition lim,,_, f(z) = lim,_,p+ Iny = —o0.
_ (cosh(z)—1)" __sinh(z)
4. On a f'(x) = “CRG—T = cosh(e) T

5. On a cosh(z) —1 > 0 sur R*, et sinh(z) < 0 pour z < 0, sinh(0) = 0 et sinh(x) > 0 pour z > 0. Donc

T ‘ —00 0 00
f(x) - | +
f(@) | oo \ —o00 | —o00o S o0

6. Il y a une asymptote verticale en x = 0.
Quant aux asympotes affines, on calcule :

In(cosh(z) — 1 In(&Ee= — 1
a = lim M: lim M: lim M

r—o0 I T—00 €T T—r00 x

. ln(e‘r(H_e;QI _ 79:) . .’L'+1n(1+67205 fm)

= lim = lim =1.

T—>00 x T—00 x
et
b= lim (#(z) ~az) = lim (in(cosh(z) ~1))~z) = lim (a-+1n (FC— —e) —a) ~In L — 2

= lim (f(z)—az) = lim n(cosh(x z) = lim (z+In 2 e x—nz— n2.

Il y a donc une asympoéte affine y = x — In 2 en oo, et par parité une autre y = —x —In2 en —oo.
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