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Feuille no 4 : Séries numériques

Exercice 1 Étudier les séries suivantes (déterminer la nature, donner la somme si
possible) :

(a)
∑
n ≥ 0

1
n + 100 (b)

∑
n ≥ 1

ln n

n + 1 (c)
∑
n ≥ 0

e−n (d)
∑
n ≥ 1

(
1 + 1

n

)n

Exercice 2 (1) Énoncer les règles de comparaison et de comparaison à la limite
portant sur la convergence/divergence des séries.

(2) Étudier chacune des séries suivantes, en utilisant ces règles :

(a)
∑
n ≥ 1

3
5n + 2 (b)

∑
n ≥ 1

1
(n3 + 10)1/4 (c)

∑
n ≥ 1

1
nn

Exercice 3 (1) Énoncer les règles de Cauchy, de D’Alembert, et de comparaison
intégrale.

(2) Donner la nature de chacune des séries suivantes, en utilisant une de ces trois
règles :

(a)
∑
n ≥ 0

n2

en
(b)

∑
n ≥ 2

1
n ln n

(c)
∑
n ≥ 2

1
n(ln n)2

(d)
∑
n ≥ 2

1
(ln n)n

(e)
∑
n ≥ 0

n!
(2n)! (f)

∑
n ≥ 1

n3

(ln 2)n

Exercice 4 (1) Énoncer la règle de Riemann sur la convergence/divergence des séries.
(2) Étudier chacune des séries suivantes, en utilisant cette règle :

(a)
∑
n ≥ 1

1√
n3 + 3

(b)
∑
n ≥ 1

ln n

n2 + 1 (c)
∑
n ≥ 2

1
(ln n)10

Exercice 5 Les séries de Bertrand ont leur terme général de la forme un = 1
nα (ln n)β

,

où α et β sont des paramètres réels.
(a) Prouver qu’elles convergent si α > 1 (pour tout β) et divergent si α < 1 (pour

tout β).
(b) Lorsque α = 1, montrer qu’elles convergent pour β > 1 et divergent pour β ≤ 1.

Exercice 6 Prouver que les séries suivantes convergent, et trouver leur somme :

(a)
∑
n ≥ 0

2n

n! (b)
∑
n ≥ 1

n

(n + 1)! (c)
∑
n ≥ 1

1
n(n + 4)

Exercice 7 On peut montrer que la règle de Cauchy est plus générale que la règle
de D’Alembert (c-à-d, que la première permet en principe de traiter tous les cas où
la seconde est concluante). On donne ici un exemple qui montre que la différence
est stricte : un cas où la règle de Cauchy permet de conclure, mais pas la règle de
D’Alembert. On fixe a > 0, b > 0 et on pose pour n ∈ N,

un =
{

apbp si n = 2p est pair
ap+1bp si n = 2p + 1 est impair.

(a) Montrer que le suite (un+1/un) n’admet pas de limite quand a ̸= b, et que par
conséquent la règle de D’Alembert ne s’applique pas.

(b) Montrer que n
√

un −−−−→
n→∞

√
ab , et en déduire par la règle de Cauchy que la série

converge si ab < 1 et diverge si ab > 1.
(c) Déterminer la nature de la série dans le cas ab = 1.

Exercice 8 On rappelle que deux séries
∑

un et
∑

vn à termes strictement positifs
sont dites équivalentes à l’infini (et on écrit un ∼ vn) lorsque un

vn
−−−−→
n→∞

1. C’est une
proposition du cours que deux séries à termes strictement positifs équivalentes sont de
même nature. Employer ce résultat (éventuellement à l’aide d’un DL afin de trouver
l’équivalence) pour étudier les séries dont le terme général un est donné par :

(a)
√

n(n − 1)
n3 − 2

√
n + 3 ln n

(b) e
1√

2n−1 − 1 (c) 1
n

sin π√
2n

Exercice 9 Déterminer la nature de chacune des séries suivantes :

(a)
∑
n ≥ 1

arctan n

n2 + 1 (b)
∑
n ≥ 1

n2

en
(c)

∑
n ≥ 2

3√
n4 + 1

n
√

n − 1

(d)
∑
n ≥ 0

(−1)n(n + 1)
3n

(e)
∑
n ≥ 2

(−1)n

n ln n
(f)

∑
n ≥ 1

(−1)n(n + 1)
2n + 1

(g)
∑
n ≥ 1

(
n + 3

2n + 1

)n ln n

(h)
∑
n ≥ 1

1
n + (−1)n

√
n

(i)
∑
n ≥ 1

(
1 − cos 1

n

)

(j)
∑
n ≥ 1

1√
n2 − 1

− 1√
n2 + 1

(k)
∑
n ≥ 1

e−
√

n (l)
∑
n ≥ 1

e −
(

1 + 1
n

)n



Exercice 10 [Constante d’Euler] Nous montrons que la suite (un)n≥1 définie pour
n ≥ 1 par un = 1+ 1

2 + 1
3 + · · ·+ 1

n
− ln n admet une limite finie γ, appelée constante

d’Euler.
(a) On pose vn = un+1 − un. Montrer par un DL suivant 1

n
que vn ∼ − 1

2n2 .
(b) En déduire que

∑
vn converge, et que, par conséquent, (un) admet une limite γ

quand n tend vers l’infini. (La valeur précise de γ est 0, 5772 . . . , trouvée en 1781 par
vous savez qui.)

Exercice 11 On sait que pour deux séries de termes strictement positifs
∑

un et∑
vn, si on a un ∼ vn quand n → ∞ (c-à-d, lim

n→+∞

un

vn
= 1), alors les séries sont de

même nature. On développe ici un exemple qui montre que cette conclusion fait défaut
pour les séries de signes variables. On pose pour n ≥ 1,

un = (−1)n

√
n + (−1)n

et vn = (−1)n

√
n

.

(a) Montrer que un

vn
−−−−→
n→∞

1.

(b) Prouver que
∑

vn est une série alternée qui converge.
(c) Pourquoi le théorème sur les séries alternées ne s’applique-t-il pas à

∑
un ?

(d) Prouver que u2p + u2p+1 ∼ − 1
p quand p → ∞. En déduire que la série

∑
un

diverge.

Exercice 12 Lorsqu’une série est convergente mais non absolument convergente, il
peut arriver que la somme de la série n’est pas stable par un regroupement de ses
termes. On illustre ce phénomène par un exemple. On pose pour n ≥ 1, un = (−1)n+1

√
n

.

(a) Montrer que la série
∑
n ≥ 1

un = 1 − 1√
2

+ 1√
3

− 1√
4

+ . . . est semi-convergente

(et non pas absolument convergente).
Écrivons la somme de la série d’une façon regroupée ainsi :(

1 +
1

√
3

−
1

√
2

)
+
( 1

√
5

+
1

√
7

−
1

√
4

)
+
( 1

√
9

+
1

√
11

−
1

√
6

)
. . .+

( 1
√

4p − 3
+

1
√

4p − 1
−

1
√

2p

)
+ . . .

et en appelant vp (p ≥ 1) le terme général
(

1√
4p−3 + 1√

4p−1 − 1√
2p

)
.

(b) Montrer que
∑

vp est une série positive divergente.
(On montre que ce phénomène d’instabilité par rapport à un regroupement de termes

ne se produit pas lorsque la série est absolument convergente.)

Exercice 13 Le produit de Cauchy de deux séries
∑

an et
∑

bn est la série
∑

cn de
terme général

cn =
n∑

k=0
akbn−k.

(a) Montrer que si les suites (an)n≥0 et (bn)n≥0 sont nulles à partir d’un certain rang
alors (+∞∑

n=0
an

)(+∞∑
n=0

bn

)
=
(+∞∑

n=0
cn

)
.

(b) Montrer que si les séries
∑

an et
∑

bn sont absolument convergentes alors il en
va de même de

∑
cn et que l’on a dans ce cas(+∞∑

n=0
an

)(+∞∑
n=0

bn

)
=
(+∞∑

n=0
cn

)
.

(c) Pourquoi la série
∑ (−1)n

√
n

est-elle semi-convergente ? Montrer que le produit de
Cauchy par elle-même de la série

∑ (−1)n

√
n

diverge. On pourra remarquer que pour
tout entier n ≥ 1 et tout entier k compris entre 1 et n, on a k(n − k) ≤ (n − 1)2.

Exercice 14 Énigme : Soit n un entier (on peut penser n = 50). Un grand méchant a
capturé 2n mathématicien.ne.s qui vont devoir jouer au jeu suivant : Chaque personne
est appelée à tour de rôle et entre dans une pièce contenant 2n coffres numérotés (de
1 à 2n) dans lesquels sont répartis leurs noms (un nom par coffre). Cette personne
ouvre alors la moitié des coffres. Si elle trouve son nom, les coffres sont refermés (en
laissant les noms à l’intérieur), la personne sort (sans transmettre aucune information
aux autres) et une autre personne est appelée. Dans le cas contraire, la Terre explose
immédiatement.

(a) Par une comparaison avec une intégrale, montrer que

2n∑
k=n+1

1
k

≤ ln 2

(b) Montrer que la proportion de permutations de S2n possédant un cycle de lon-
gueur strictement supérieur à n vaut

2n∑
k=n+1

1
k

.
(c) En déduire une stratégie garantissant à nos infortuné.e.s mathématicien.ne.s plus

de 30% de chances de survie.


