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Algebre III - Licence de mathématiques générales et applications L2

Feuille d’exercices n° 8

FORME DE JORDAN

Exercice 1. Soit v un endomorphisme trigonalisable d’un espace vectoriel de dimension 3. On suppose que u a
deux valeurs propres a, b distinctes, a avec multiplicité algébrique 2.
1. Quels sont les possibilités pour son polynéme minimal m,, ?
2. On suppose que m,, est de degré 2.
(a) Quels sont les dimensions des espaces propres E,, Fj et des espaces caractéristiques F,, Fy, ?
(b) Donner une stratégie pour la construction d’une base dans laquelle la matrice associée a u est triangu-
laire (ou diagonale, si c’est possible).
3. On suppose que m,, est de degré 3.
(a) Quels sont les dimensions des espaces propres E,, Fj et des espaces caractéristiques F,, Fy, ?
(b) Donner une stratégie pour la construction d’une base dans laquelle la matrice associée a u est triangu-

laire (ou diagonale, si c’est possible) et appliquer cette stratégie & 'endomorphisme de R? qui dans la

base canonique est donné par la matrice
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Exercice 2. Soit D = % la dérivation sur C*°(R), l'espace vectoriel des fonctions réelles infiniment souvent

dérivable sur R. Soit a # b € R.
1. Justifier que D est un endomorphisme.
2. Résoudre I'équation differentielle (D + aid)?f = 0 (donner la solution générale).

3. Montrer que toute solution f de 1’équation differentielle (D + aid)?(D + bid)?f = 0 se décompose d'une

maniére unique en une somme
f=h+/F
ol fi est solution de (D + aid)?f; = 0 et fy est solution de (D + bid)?f, = 0.

Indication : Lemme des noyauz.

Exercice 3. Soit u un endomorphisme nilpotent d’un espace vectoriel de dimension 4.

1. Justifier qu’il existe une base dans laquelle u est répresenté par une des matrices suivantes et déterminer le

polynome minimal dans chaqu’un des cas

01 00 0 0 0 O 0 0 0O 0 0 00 01 00 0 0 O
0 01 0 0 010 0 0 0O 0 0 0O 0 0 0O 0 0 1
00 0 1} 00 0 1} 00 0 1} 0 0 0 0} 00 0 1} 0 0 0
0 0 0 O 0 0 0 O 0 0 0 O 0 0 0 O 00 0O 0 0 0

2. Parmi ces matrices, est-ce qu’il y en a qui sont semblables ?
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Exercice 4. Soit

0 3 0 0 1
0 -1 0 0 O
A=10 3 0 0 1
0 -2 0 0 -1
1 -1 01 -1

Trouver une matrice P inversible et une matrice 7' qui a la forme de Jordan t.q.
T =P AP

1l n’est pas demandé d’inverser P.

Exercice 5. Soit D = d% la dérivation sur R, [X], n € N, et A € R. On pose
L =D — )id.

1. Montrer que L est un endomorphisme trigonalisable sur R.

2. Trouver une base t.q. la matrice associée & L dans cette base a la forme de Jordan.

Indication : On pourrait commencer avec le cas A = 0.

Exercice 6. On rappel qu'une matrice de taille n x n de la forme

A1 0 -+ 0
A1 0
Ian = 0
: Al
0 A

s’appelle un bloc de Jordan (de taille n x n) pour la valeur propre \.
1. Calculer JA,nk pour k € N.
2. Calculer exp(tJy ) pour ¢t € R.

3. En déduire un expression pour exp(tA), ou A est une matrice carrée (complexe) et t € R.



