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Université Claude Bernard Licence de Mathématiques
Année universitaire 2022 — 2023 Algebre 3

EXAMEN DU 5 JANVIER 2023 - DUREE : 2H

Les documents ne sont pas permis. Rédigez de maniére claire et structurée, ce sera pris
en compte dans la notation. Le baréme est indicatif. Il suffit d’avoir 20 points pour
obténir la note maximale.

Exercice 1 Question de cours, 1+2 pts.
Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E.

1. Donner la définition d’un sous-espace cyclique pour w.

Un sous-espace I de E est cyclique pour u si il contient un vecteur x € F' t.q. F' = Vect{z,u(z), - }.
2. Montrer que u est trigonalisable si et seulement si il existe une base (by,--- ,b,) pour E t.q.
pour tout 1 < k < n Vect{by, - by} est stable par u.

Exercice 2 1+0.5+1+1+0.5+1=5 pts.

Soit u Uendomorphisme de R dont la matrice dans la base canonique B = (ey, ez, e3) est

210
A=1|11 1
01 2
3 3
1. Montrer que les sous-espaces F' = Vect{e; + ey + e3} et G = {x = Zwkek; Zwk =0} sont
stable pour u. = =
1 1
Comme A| 1] =3|1], on en déduit que u(e; + e +e3) = 3(ey +ex+e3) € F, d’ou F est
1 1
3 I 21’1 + X9
u-stable. Soit v = Zxkek € G. Comme A|xy | = |21 +x2+2x3 | et (221 + z2) + (z1 +
k=1 T3 Ty + 23

Ty + x3) + (x2 + 2x3) = 3(x1 + 22+ x3) =0, on en déduit que u(z) € G, d’ou G est u-stable.

2. Posons by = e; — ey et by = eg — e3. Vérifier que Bg := (by,by) est une base de G.

3 3
Soit © = Zxkek € G. Alors, Z”Ek =0, en particulier xo = —(x1 + x3), d’ou
k=1 k=1

r=x161 — (T + T3)es + w363 = x1(€1 — €3) — x3(ea — e3) € Vect{by, by }.

Comme by et by ne sont pas colinéaire, on en déduit que Bg = (b1, by) est une base de G.
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3. Donner la matrice de la réduction ug, de u sur G, dans cette base Bg.
Par définition,

u(br) = u(er) —u(ez) = (2e1 +e2) — (1 +ea +e3) = €1 — €3 = by + by,
u(b) = u(ez) —u(bs) = (€1 + ez +e3) — (€2 +e3) = €1 — €3 = by + by,

d’ot on a [ug|s ( )

4. Montrer que ug est diagonisable.
La matrice [ug|q ayant deux valeurs propres distinctes 0 et 2, ug est diagonalisable.

5. En déduire que [’endomorphisme u est diagonalisable.
Notons que E = F®&G. Comme F = E3 et que G = E5® Ey, 'espace vectoriel E est la somme
directe des sous-espaces propres de u, d’ou u est diagonalisable.

6. Donner une matrice de passage P et une matrice diagonale D vérifiant D = P~ AP.
Un wvecteur propre pour la valeur propre 3 est ey + eg + es. Un vecteur propre pour la valeur
propre 2 est by+by = ey —es. Un vecteur propre pour la valeur propre O est by —by = e1+2e5+e3.

1 1 1 300
Avec la matrice de passage P = [1 0 —2| on obtient alors D =P AP = [0 2 0
1 -1 1 000

Exercice 3 0.5+3+1.5=5 pts.

On considere le systeme d’équations

Tpt1 = 2z, — Yn
Yn+1 = 9-7371 + 8yn

avec les conditions ro =1, yo = 0.

1. Ecrire le systeme sous la forme d’une équation matricielle
()4 (2)
Yn+1 Yn
Tp1\ an — Yn _ 2 -1 Tn
Yns1) \92, +8y,) \9 8 Yn )

2. Calculer les puissances A™ de A, n € N.
Le polynome caractéristique py étant pa(X) = (X — 5)?, la seule valeur propre de la matrice

A est 5. Posons by = ( 01> et by = (A —515)by = (_13), on a Aby = 5by. Alors, la matrice

P = (_13 _01> nous donne P~YAP = (g é) En particulier, pour tout n € N,

(P'AP)" = P'A"P = (512 + (8 é))n = (5L,)"+ (T) (5L)" " <8 (1)) — (55 " ’55:_1) ,

d’ot . ) .
n 5" n - 5" (5" =3n-5"" —n 5"
A _P(o 5" )p _( 9n - 5" 5”+3n-5”—1>‘

Par définition,
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3. En déduire la solution x,, pour n € N. Comme (In> A" (zo) ,onax,=>5"—3n-5"""1
n 0
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Exercice 4 1+3+3=7 pts.

Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel complexe E de dimension 3. On suppose que u
a une seule valeur propre A = 2. On note m,, le polydome minimal de u. Le polynéme caractéristique
P, de u doit étre P,(X) = (2 — X)*. Le polynéme minimal m, de u étant un diviseur de P,, les
seules possibilités pour m, sont X — 2, (X — 2)? ou (X — 3)%.

1. Supposons que degm, = 1. Quel est u ?
Comme m,(X) = X — 2 dans ce cas, m,(u) =u—2idg =0, i.e., u=2idg.

2. Supposons que degm, = 2. Dans ce cas, m,(X) = (X — 2)%.

)

iii)

Quelle est la dimension du sous-espace propre Ey associé a la valeur propre 2 7 Justifier
votre réponse.

Comme (u — 2idg)* = 0, on a Im(u — 2idg) C Ker(u — 2idg). En plus, le théoréme de
rang implique que rang(u — 2idg) + dim Ker(u — 2idg) = 3. On en déduit que dim Ey = 2.

Montrer qu’il existe un vecteur by € E tel que (u—2id)(b) # 0p mais (u—2id)?*(b;) = Op.
Comme u — 2idg est une endomorphisme non nul, il existe un vecteur by t.q. (u —
2idg)(b) # 0. Comme m,(X) = (X —2)?, on a (u—2idg)* = 0, d’ot (u—2idg)*(b;) = 0.

Soit B une base de Ey contenant by = u(by) — 2b;. Ecrire la matrice de u dans la base
BU{bi} (faites un choiz d’ordre t.q. by et by sont les derniers vecteurs de la base).
D’abord, on a 0 = (u—2idg)*(by) = (u—2idg)(by), d’ot u(by) = 2by. Comme dim Ey = 2,
il existe un vecteur by € Ey qui n’est pas un multiple scalaire de by. Dans la base (bs, by, by),
2 00
la matrice dew est |0 2 1
00 2

3. Supposons que degm, = 3. Dans ce cas m,(X) = (X — 2)°.

i)
ii)

iii)

Montrer qu’il existe un vecteur y € E tel que (u — 2id)*(y) # 0.
Comme (u — 2idg)* # 0, il existe un vecteur y € E t.q. (u — 2idg)*(y) # 0.

Montrer que les trois vecteurs by = vy, by = (u — 2id)(y) et by = (u — 2id)*(y) sont
linéarrement indépendants.
Soient o, 8,7 € C t.q. x = aby + Bby+~bs = 0. Puisque (u—2idg)*(by) = (u—2idg)(by) =
bs # 0 mais (u — 2idg)*(by) = (u — 2idg)(b3) = 0, on a 0 = (u — 2idg)*(z) = abs d’ou
a =0, ensuite, 0 = (u — 2idg)(x) = by d’ou B =0, et enfin, vb3 =0 d’ou v = 0.
En déduire que E est cyclique pour w.
D’abord, on vient de voir que E et (u— 2idg)-cyclique (et engendré pary). Donc, d’aprés
la question précédente, il suffit de montrer que les trois vecteurs by, by et by appartient au
sous-espace vectoriel engendré par y, u(y) et u*(y). Ceci est une évidence car by =y, by =
u(y) — 2y et by = u?(y) — du(y) +4y.
Ecrire la matrice de u dans la base B = (bz, ba, by).

210
Par définition, on a [ulg =10 2 1

00 2
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Exercice 5 2+2+2=6 pts.
Soit ¢ € K* tel que ¢* # 1.

1. Diagonaliser la matrice

(q+q ' -1
=)

c.a.d. trouver une matrice P inversible et une matrice D diagonale t.q. D = P~'AP.
La somme des valeurs propres doit étre Tr(A) = q+ ¢ ' et leur produit det A = 1. Donc les

valeurs propres sont q et ¢~*. On trouve que (q,1) et (¢, 1) sont des vecteurs propres associés
1

aqetq . Posons P = (q ¢ ) et D = <q qgl)' Ces matrices vérifient D = P~'AP.

1 1 0
2. Pourn € N*, soit A, le déterminant de la matrice carrée de taille n X n définie par
q+qt -1 0o - 0
-1 q+qt' -1 :
A, = det 0 -1 . 0
: . e -1
0 e 0 =1 g4q7!

i) Pour n € N supérieur a 2, trouver une relation entre A, A, _1 et A,_s.
Développant en cofacteur par rapport a la premiére ligne (ensuite en premiére colonne
pour le deuxiéme facteur) :

g+qgt -1 0 -- 0 -1 -1 0o - 0

-1 q+qt -1 . : 0 q+q! —1 :

An=(g+q¢ "] o0 —1 . .0 |+ lo =1 g4qgt o0
: .. LT -1 : .. -1
0 0 —1 g+q* 0o - 0 -1 qg+q!

=(g+qg A1 — A,

ii) En déduire une formule explicite pour (¢ — ¢~ ") A,,.
Posons Ay = 1, alors la récursion reste vraie pour n =2 : Ay = (¢+q ')A — Ag et nous

POUVONS ECTire
An+1 _ A, _An Q‘i‘qil
()=an)-+ ()

_ wpot (44"
A,=(0 1)PD"P < . )

D’ou

avec P et D de la question 1. Ceci donne

e () (6 )T

- n —n 1 —q! + - n —n—
(@—q A= (" ¢ )(_1 I )(q ! )zq“—q g

q

et




