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Chapitre 1

Espaces vectoriels et applications linéaires

Dans cette section on rappelle (sans preuves) les notions de 1’Algebre Linéaire vu en L1.

1.1 Espaces vectoriels

Soit K = Q, R, ou C (plus généralement, K peut étre un corps). Un espace vectoriel E
sur K est un ensemble muni de deux operations algébriques : la somme de deux vecteurs et la
multiplication avec un scalaire (un élément de K)

ExXE>(z,y) — z+y€eFE
KxE>MNz) — ek

Ces deux opérations satisfont certaines axioms comme la commutativité de I’addtion, l’associa-
tivité et une forme de distributivité. ! En particulier, E contient le vecteur zero Og, qui satisfait
r+0p=xzetx+(—x)=0g.

En appliquant plusieurs fois ces opérations a des vecteurs x1,---,z, € E et scalaires
A, o, A € K on obtient un nouveau vecteur z € E, qui est une combinaison linéaire des x;

T=MNT1+ Xoxy+ -+ N2

On note Vect{z,- - ,x,} lespace de toutes les combinaisons linéaires qu’on peut fabriquer
(engendrer) avec les vecteurs x; a x,,)

Vect{x1, -+ ,x,} = {\z1 + Moxa + - - - + Az |\ € K}

Exemples d’espaces vectoriels sont {0}, K", K, [X] (polynoémes d'une variable X de degré
< n a coefficients dans K) ou F(X,K) (toutes les fonctions sur une ensemble X a valeur dans
K). Un vecteur n’est donc pas toujours une "fleche”, mais peut étre n’importe quoi. On dit
souvent aussi espace linéaire a la place de espace vectoriel.

1. Les axioms d’un espace vectoriel E :

Ve,ye E:zx4+y=y+=zx

Ve,yze E: (v +y)+z=x+ (y+2)

FE contient un élément O t.q. Ve € E : 2 +0gp ==z
Ve € E: 0x =0g (ici 0 € K)

Ve e E:lex=x (ici 1 € K)

Vo,y € EEVAEK : Mo +y) =z + My

Ve e EV A peK: (A +px = r+ px

Ve € B,V A p e K: (Ap)z = Mux)

®© N ot W
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1.1.1 Bases

Soit E un espace vectoriel. Une famille {xy,--- ,x,} C E est dite libre (ou linéairement
indépendantes) si 'eéquation (avec les variables Aj,--- | A, € K)

)\1.1'1 —|—)\2$2+"'+>\nl’n :OE

n’admet que la solution \; = Ao = --- =\, = 0. Si {xy,---,x,} n'est pas libre, on I'appelle
aussi famille liée, et dans ce cas il existe ¢ t.q. ; est combinaison linéaire des autres z;, j # 1.

Une famille {z1, - ,z,} C E est dite génératrice si tout élément x de E est combinaison
linéaire des x;, c.a.d. ils existent Ay, -+, A\, € K t.q.

T =Mxy+ NoZTo+ -+ Az,
Autrement dit, {z1, - ,z,} C E est génératrice si Vect{zy, -+ ,x,} = F.

Définition 1.1.1. Une base pour I'espace vectoriel F est une famille ordonnée? de E, qui est
libre et génératrice.

Etant donnée une base B = (by,--- ,b,) de E on peut écrire chaque x € E d’une maniére
unique comme combinaison linéaire des by, --- , b,

ou \; € K. Les scalaires \; s’appellent les coefficients (ou coordonnées ou composantes) de x
dans la base B et on écrit?

[37]8 = :

An

Une procedure inductive de construire une base pour E est la suivante : Si E n’est pas trivial,
alors il contient un élément vy # Op. {v1} est une famille libre. On peut agrandir une famille

libre {vy,-- -, v} qui n’engendre pas F en choisissant un vecteur « € E\Vect{vy, - ,vx}. Ainsi
on obtient une famille libre {vq, -, vk, vpy1 = 2} avec un element de plus. Cette procédure
doit s’arréter si E'\Vect{vy,-- ,v;} = (0. En particulier, toute famille libre {vy,--- ,vx}, peut

étre completée en une base pour E.

Il est important de réaliser qu'une base pour F n’est jamais unique (sauf dans le cas ou
E est trivial, c.a.d. E = {0g}). Par contre, la taille de la base (le nombre des éléments) est
uniquement déterminée par E. Elle peut d’ailleurs étre infinie, notament si la precédure d’en
haut ne s’arréte pas. Cette taille est appellée la dimension de E, notée dim E.

n—fois
On rappelle que K" := K x - -+ x K et qu’on note ses vecteurs (A, -+, A,) et appelle les \;
les coordonnées du vecteur. La base canonique de K" est (e, - ,e,) avec e; = (1,0,---,0),
es = (0,1,0,---,0) etc.. Dans la base canonique (Aq,--- , A,) s’écrit comme le vecteur colonne
A1
: |. Un vecteur colonne peut donc étre vu comme un vecteur de K" exprimé dans la base
A’I’L

canonique. L’application £ > z +— [z]g € K" est une bijection linéaire (un isomorphisme
d’espaces vectoriels) entre E et K". Toute espace vectoriel (sur K) de dimension n est alors
isomorphe a K. Il est important de se rendre compte que 'isomorphisme dépend de la base B.

2. Une famille ordonnée est une suite déléments (by,ba, - ,b,) (ou (b1, bs,---) si la famille est infinie). On
trouve aussi la notation avec des accolades {by,bs,- - ,b,} pour une base.
3. On trouve aussi I’écriture en ligne (A, -+, \,) car elle est plus compacte dans un texte, mais pour le

calcul matriciel il est plus astucieux d’écrire les éléments en colonne.
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1.1.2 Somme directe

Soit E un espace vectoriel. Une partie F' C E est apellée sous-espace de E, si Va,y € F et
VA e K
r+y€F, A eF

Définition 1.1.2. Soient F},..., F}, des sous-espaces vectoriels de FE.
1. On définit la somme des Fj :

Fr+-+F, = {fi+t+fu|Vi=1,...,m, f; € F}
= {€€E|E|f1€F1,...7E|fm€Fm7e:f1+...+fm}

Cet ensemble est un sous-espace vectoriel de E (exercice).

2. On dit que les F; sont en somme directe et on écrit £} +---+ F,, = F1 ®---® F,, si, dans
I’écriture de e comme somme e = f; +-- -+ f,,, le choix des f; est unique. Autrement dit,
I’équation fi+---+ f,, = 0, avec f; € F};, n’a que la solution f; = 0 pour touti =1,...,m.

3. On dit que E est la somme des F; si £ = F +---+ F,,.

4. On dit que E est la somme directe des F; et on ’écrit sous la forme £ = F; & --- P F,,
si d'une part £ = I} 4 --- + F,,, et d’autre part les I} sont en somme directe.

5. Soit F' un sous-espace de E. Un autre sous-espace G C E est appellé espace supplémen-
taire de F' si E est la somme direct de F' et G, c.a.d. E=F & G.

Proposition 1. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors F' et G sont en somme
directe si et seulement si F NG = {0g}. Ainsi G est un espace supplémentaire si et seulement
SZE:F+G 6tFﬂG:{0E}.

Démonstration. (i) On suppose que F'NG # {0g}. Alors il existe z € FNG, z # 0p. On a
r=2+0g=0g+z

Ce sont deux manieres différentes d’écrire  comme la somme d’un élément de F' avec un élément
de G. Donc F et G ne sont pas en somme directe.
(ii) On suppose que FFNG = {0g}. Soit

r=y+z=9y +7

avec 1,y € Fet 2,2/ € G. Alorsy—y' =2 —z. Dony — ¢ et 2 — 2" appartient & FNG. D’ou
y—1y =0get z— 2 =0g. Donc F et GG sont en somme directe. H

Remarque 1.1.3. 1. [] est faur de penser que E=F &GO H siets. si E=F+G+ H et
FNGNnH={0}; ouméme FNG ={0} et FNH = {0} e¢t GNH = {0} (voir le TD
pour un exemple). Ainsi, l’équivalence de la proposition précédente ne se généralise pas a
plus de deuz sous-espaces.

2. 1l y a une similitude entre famille génératrice et somme; et entre famulle libre et étre
en somme directe. En effet, soit vy, ..., v, une famille de vecteurs dans E. Soient F; =
Vect{v;} pour tout i = 1,...,m. Alors la famille des v; est libre si et s. si les F; sont en
somme directe ; et la famille des v; engendre E si et s. si E est la somme des F; (exercice).

Corollaire 1. Soient F}, ..., F,, des sous-espaces vectoriels de E tels que E = F; & --- @ F,.
Alors dim F = dim F; + ---dim F,,,.

Pour tout i = 1,...,m, soit B; une base de F; et soit B = By U---UB,, (n'importe quel
ordre des éléments). Alors B est une base de E (qu’on appellera une base adaptée a la somme
directe).

Démonstration. Exercice. O



8 CHAPITRE 1. ESPACES VECTORIELS ET APPLICATIONS LINEAIRES

1.2 Applications linéaires

Définition 1.2.1. Une application linéaire entre deux espaces vectoriels E et F' est un fonction
f : E — F qui preserve les opérations algébriques :

flx+y)=fl@)+ fly),  fOx)=Af(z)

Forcément f(0g) = 0p. On note L(E, F') 'ensemble des applications linéaires entre F et F.
L(E, F) lui-méme est aussi un espace vectoriel. De plus, si f € L(E, F) et g € L(F,G) alors la
composition g o f est une application linéaire entre E et G.

Définition 1.2.2. Un endomorphisme d’un espace vectoriel £ est une application linéaire entre
E et lui-méme, c.a.d. F'= E. On note L(E) = L(E, E).

On peut composer deux endomorphismes d’un méme espace u; o us et le resultat est de
nouveau un endomorphisme. Autrement dit,

L(E)x L(E)> (u,v) —wuov e L(E)

est un produit associative et £(FE) une algebre associative.
On note aussi v’ = id, u* = w o u etc.. De plus, si P € K[X], P(X) = > ;_,a, X" est un
polynome a coefficients dans K et v un endomorphisme de E, alors

P(u) := Z au”
k=0
est un endomorphisme de E. Par exemple 'endomorphisme f = u? + u — u" est donné par

fx) = ulu(z)) +u(z) — 2.

1.2.1 Noyau, image et rang

Une application f : E — F entre deux ensembles est appellée injective si f(z1) = f(x2)
implique x1 = z5. Si E, F' sont des espaces vectoriels et f est linéaire, alors f est injective si et
seulement si f(z) = O implique x = Og. Si f n’est pas injective, I’équation f(x) = Op admet
donc des solutions x # Og. L’ensemble de ses solutions

ker f:={x € E|f(x) =0g}

est un sous-espace de E appellé le noyau de f et noté ker f.
L’ image d'une application f : E — F est ’ensemble

imf :={f(z)| z € E}.

f est appellée surjective, si son image est égale a I'. Si E, F' sont des espaces vectoriels et f est
linéaire alors son image est un sous-espace de F. On appelle la dimension de I'image de f le
rang de f.

Théoreme 1. Soit f : E — F une application linéaire. On suppose que la dimension de E est
fini. Alors
dim F = dimker f 4+ rang f.
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1.2.2 Rappel du calcul matriciel

Une matrice m x n a coefficients dans K est un tableau de scalaires qui a m lignes et n
colonnes. On note M,,,(K) les matrices m x n a coefficients dans K. Si n = m on apelle la
matrice aussi une matric carrée et note M,,,(K) = M, (K).

Par exemple

est une matrice 2 x 3. Elle a deux lignes

Ly = (an a12 CL13), Ly = (021 a22 023)

C, — an) C, — (@12) Ol — (a13>
! (a21 ’ ? az )’ ’ ag3

On peut donc aussi écrire

et trois colonnes

ou encore

A= (aij)lﬁiﬁm = (Li)1§i§m - (Cj)lﬁjﬁn

1<j<n

Operations élémentaires Soit A = (Ll) une matrice de taille m xn. On appelle operation

de lignes élémentaire :

1<i<m

1. Multiplication d’une ligne de avec un scalaire. On se fixe ¢ et A € K et multiplie chaque
coefficient de la ligne L; avec le méme scalaire A\ : L; — AL;. Les autres lignes reste
inchangées.

2. Ajouter un multiple d’une ligne & une autre ligne. On se fixe 7, j et A € K et ajoute a L;
la ligne AL;. Les autres lignes restent inchangées : L; — L; + AL;. Ici 'addition des lignes
L; + AL; est I'addition coefficient par coefficient.

3. Echanger deux lignes : L; <+ Lj;.

Une operation de colonnes élémentaire et la méme chose avec lignes et colonnes interchangées.

Transposée d’une matrice La matrice transposée de A = (a;;) est la matrice *A = (aj;). Donc
les colonnes de ' A sont les lignes de A tournées 90° vers la droite et les lignes ‘A sont les colonnes
de A tournées 90° vers la gauche. Autrement dit, il s’agit d’une reflection & la diagonale partant
du haut a gauche vers le bas a droite.

Structure linéaire 1, (K) est une espace vectoriel sur K. Les operations sont coefficient par
coefficient. La matrice élémentaire E;; est la matrice dont le coefficient ij est 1 pendant que
tous les autres coefficients sont 0. Une famille contenant les matrices élémentaires est libres
et géneratrice. En choisissant une ordre parmi ces matrices on obtient donc une base pour

M, (K).
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Structure multiplicative Soit A une matrice m x n et B une matrice n x p. On définie le
produit AB comme la matrice C' de taille m x p t.q.

n
Cij = E aikbkj.
k=1

M,,(K) est donc une algebre associative avec une unité. L'unité est la matrice 1 = (5Z~j)1 <ij<n

ou &;; = 1 si i = j pendant que &;; = 1 si i # j. On note l'inverse de A par A~".

1.2.3 Matrice comme application linéaire

Une matrice A € M,,,,(K) definit une application linéaire de K" dans K™ de la maniere
suivante : Si A = (a;j)1<i<m €t © = (2;)1<j<p alors
125<n ==

n
Ar=b ou b= (bi>1§i§mu bz = E Q55
Jj=1
On note que ceci a ’air comme le produit des deux matrices, si on interprete un vecteur x € K"
comme une colonne, c.a.d. une matrice n x 1.
Une formule utile exprime Az a I'aide des colonnes C; de A. Si A = (C})i1<j<n €t © =

(xj)1<j<n alors
n
AI: E ZEjCj.
j=1

Les notions du noyau, de I'image et du rang sont les mémes que pour les applications linéaires.
En particulier,
imA = Vect{C},--- ,C,}

et donc le rang de A est la dimension de ’espace vectoriel engendré par les colonnes de A.

Lemme 1. Soit A une matrice n X n. A est inversible si et seulement si ses colonnes forment
une famille libre (si et seulement si ses lignes forment une famille libre). Ceci est le cas si et
seulement si rang A = n.

1.2.4 Matrice d’une application linéaire

Définition 1.2.3. On considére une application linéaire f : E — F. Soit B = (by,--- ,b,) une
base de E et D = (dy,--- ,d,,) une base de F. La matrice associée a f dans les bases B et D
est la matrice m x n dont la j-ieme colonne est [f(b;)]p.

On trouve des notations variées pour la matrice associée a une application linéaire. Une
notation utlisée en L1 était Mpp(f). Une autre notation pour la matrice associée a f dans
les bases B et D, qui joue bien avec le calcul matriciel, est [f]pg (avec les positions des bases
interchangées!). Dans ce cas, on a la formule

Lf(@)]p = [flosl™]s

ou a droite il s’agit du produit de la matrice [f]ps avec la matrice (d'une seule colonne) [z]z.
De plus, si g : F — G est une autre application linéaire et H = (hy,--- , hi) une base de G,
alors
[9© flus = [9lup[flps

D’ailleurs, dans ce cours on ne travaillera principalement avec des endomorphismes sur un
méme espace vectoriel E. On n’aura besoin que de choisir une seule base, disons B, et on
pourra simplifier la notation en écrivant Mg(f) ou [f|s pour la matrice associée a f dans cette
base.
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1.3 Changement de la base

Considerons un espace vectoriel E et l'application identité id : F — FE, id(z) = x. Soient
B = (bi,---,by,) et D = (dy,--- ,d,) deux bases pour E. Appellons B 'ancienne base et D
nouvelle base. Alors [id]pg est la matrice associé a id si on prend la base B pour l'espace de
départ et D pour l'espace d’arrivé. En particulier, la jieme colonne de [id|pg est [b;]p, le vecteur
b; exprimé dans la base D.

D’une maniere similaire [id|pp est la matrice qui a comme jieme colonne le vecteur d;
exprimé dans la base B.

Définition 1.3.1. La matrice de passage* de la base B vers la base D est la matrice
PBD = [ld]BD

Ses colonnes contiennent les vecteurs de la nouvelle base D exprimés dans I'ancienne base B :
la j-ieme colonne de la matrice de passage de 3 vers D est la colonne [d;]z.

1.3.1 Vecteur dans la nouvelle base

La matrice de passage permet de calculer les coordonnées d’un vecteur x € E dans la base
B a l'aide de ses coordonnées dans la base D et vice versa.

Lemme 2. On «a
[z]s = Psplz]p

et donc aussi

[z]p = Pgplels = Pps[z]s.

Démonstration. Exprimons 1'équation = id(z) en prenant la base B pour l'espace de départ
deid : E — E et D pour l'espace d’arrivé :

[z]s = [id(2)]s = [id]sp[]p

D’ou la premiere équation.
Comme id =id oid, on a

1n == [ld][g[g = [ld o id]lglg = [ld]BD[ld]DB

donc
lid]sp = [id]ps .

D’otu la deuxieme équation. O

Example : Soit £ =R, B = (1) et D = (10). Soit x = 2. Alors [z|s = 2 et [z]p = =. La

matrice de passage de B vers D est Pgp = (10), et Ppg = (35).

1
=

4. En anglais, on dit "change of base matrix” or "transition matrix”. Attention, dans certains livres on appelle
Ppp la matrice de passage de B vers D, au lieu de Pgp! Notre convention est la méme que celle que vous
trouvez sur Wikipedia (version francaise). Elle se justifie par le fait que les coefficients (p;;) de Pgp satisfont

di =, pijbj-
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1.3.2 Application linéaire dans la nouvelle base

Soit f : E — F une application linéaire, B une base pour E et D une base pour F. On
suppose connaitre les coefficients [f]ps dans la base B et D. Soit B’ une autre base de E et D’
une base pour F. On veut calculer [f]p s . Nous avons ’équation

[flps = [ido foidlpp = [idlpo[floslidlss = Ppp[flosPss

donc on peut obtenir la matrice dans les nouvelles bases en multipliant la matrice dans les
anciennes bases avec une matrice de passage et une matrice de passage inversée. Dans le cas
d’un endomorphism f : F — E le changement de base se lit

[fl = Pgg[f]5Pss

la nouvelle matrice est donc obtenue a partir de ’ancienne par conjugaison avec la matrice de
passage.



Chapitre 2

Déterminant

2.1 Permutations

Soit X et Y deux ensembles et f: X — Y une fonction. f est bijective si f est injective et
surjective. Une fonction bijective est inversible : son inverse (ou réciproque) f~! est

f'y) ==, avecz € X t.q. f(z)=y.

Si Y = X alors on peut composer deux fonctions fi, fo : X — X, fi o fo. Cet opération
est associative. De plus, si f : X — X est bijective, alors fo f=t = f~'o f = id. De plus,
(fio f2)~' = fy' o fi' pour deux fonctions bijectives.

L’ensemble de bijections de X forment un groupe avec élément neutre id, la multiplication
étant la composition des bijections. Nous intéressons ici au cas que X est un ensemble fini.
Autrement dit, il existe n € N* et une bijection entre X et l’ensemble {1,2,--- n}. Cette
bijection donne une énumeration des éléments de X.

Définition 2.1.1. Une fonction bijective de X dans X est appellée une permutation de X. On
note S,, le groupe des permutations de {1,2,--- n}.

Une notation effective pour les permutations de {1,2,--- ,n} est la suivante

o 1 2 ...
~\o(1) o(2) -+ o(n)
Dans cette écriture la permutation id a deux lignes égaux. Pour trouver 'inverse de o il suffit

d’échanger les deux lignes et de ré-ordonner les colonnes pour obénir 1'ordre croissante dans la
premiere ligne.

Proposition 2. S, contient n! éléments.

Démonstration. On pourrait faire une récurrence mais il suffit de compter. En effet, il y a n
choix pour o(n). Une fois ce choix effectué, il reste n — 1 choix pour o(n — 1). Une fois o(n)
et o(n — 1) fixés, il reste n — 2 choix pour o(n — 2). Lorsqu’on arrive a o(2), il n’y a plus que
deux choix possibles et pour o(1) il n’y a plus qu'une seule possibilité. Ainsi le nombre total de
possiblités est bien n!. n

Définition 2.1.2. Une transposition est une permutation qui échange deux éléments et laisse les
autres éléments fixe.

Dans l'écriture d’en haut, une transposition n’a donc que deux colonnes, disons la 7 et la
j-ieme, qui n’ont pas les mémes chiffres. On note cette transposition aussi (i7). Alors le produit

13
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de la transposition (ij) avec la permutation o = I l? est obtenue ainsi :
Lo Ky
(1j) o o est obtenu en échangeant dans la deuxieéme ligne de o les chiffres i et j,
o o (ij) est obtenu en échangeant dans la premieére ligne de o les chiffres i et j et puis en

ré-ordonnant les colonnes pour obtenir 1'ordre croissant dans la premiere ligne.

Théoréme 2. Toute permutation est une composition (un produit) de transpositions.

Démonstration. Soit o = o, = (k ]? ) Soit 7,, la permutation qui échange n avec k,
Lo Ky
et laisse tous les autres éléments fixe (si k, = n alors 7, = id, sinon 7, est une transposition).
o . 1 -1
Alors, il existe une permutation de {1,--- ,n — 1}, (k’ 7}2, ), tel que
1 n—1

(1 - m=1m
[ N A

On itere cette procedure : soit 7,1 la permutation qui échange n — 1 avec k/,_;. Alors il

existe une permutation de {1,--- ,n — 2}, (kl, 72,_ 2>,tel que
T

o oo — 1 -+ n—=2 n—1 n

el E I E T AR o K, n—1 n

etc.. Ainsi on trouve n permutations 7; t.q.
T O+ Ty 00, =id.

Plus précisement, 7; est une transposition ou 7; = id. Il en suit que
1 ~1

oO=7T, ©0:-0T] =T,0-:+0Ty.

Les 7; = id s’annullent dans cette expression, pendant que les autres 7; sont des transpositions.
Donc o est une composition des transpositions. O

123456
24615 3

23456
(36)00_(243 1 56)

Exemple 2.1.3. Soit 0 = ( ) € Sg. Alors

(14)0(36)002(; L g)
(12)o<14)o<36)oa:<} S g)
D’ou
o = (36)o(41)o(12)
Mais ausst
o = (12)o(14)0o(36)
De plus

(12)0(23)0(12)=(13).

Remarque 2.1.4. Comme le montre ces exemples, la décomposition en produit de transpositions
n’est pas unique (ni sur les transpositions ni sur leur nombre).
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2.1.1 Signe d’une permutation

Théoréme 3. Il existe une fonction unique € : S, — {+1,—1}, appellée la fonction signature,
qui satisfait

1. e(0) = —1 pour toute transposition o,

2. e(coT)=c¢(0)e(T) pour tout o, 7 € S,,.

Démonstration. 1. On pose

SOR ) s

1<i<j<n

Comme

II o) —o@i= JI li—i
1<i<j<n 1<i<j<n
onac(o) e {-1,1}.
Soit o = (kl), k < I. Alors c)=old) _ 1 g i, 7, k, 1 sont deux a deux distinct. Dans le produit

j—i
il suffit donc de considérer les facteurs L:;’(Z)

ou un des 7, j coincide avec un des k, [, mais pas

(D—a(k)

I'autre, ainsi que le facteur ot i = k et j = [. Le dernier donne 4= = —1. Donc

_ o(j) — o(k) o(k) —o(i) o(j) —o(l) o) —o(i)
o) = | Il == I —— I —— 11
e - i e -
<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n
i=k,j#l Jj=k,i#l i=l,j#k Jj=li#k
B j—1 I—i j—k k-
B H j—k H k—i Ll g H [ —i
1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n
i=k<j#l <j=k<l k<i=l<j j=l>1#k

Comme ¢(0) est un signe il suffit maintenant de compter les facteurs negatifs. Les facteurs du
deuxieme et troisieme produit sont tous positifs. Dans le premier produit, le facteur est negatif
si k < j <[ et dans le quatrieme si k < ¢ < [. Le nombre de facteurs negatifs est donc pair.
Donc (o) = —1.

2. Soit o et T deux permutations. On observe que (o(j) —o(2))(j —1i) = (0(i) —o(4)) (@ — J)
et donc,

1<i<j<n 1<i<j<n

. Il s’ensuit que

1<i<j<n 7(4) = 7(4) 1<i<j<n (
B (0(j) —a(@)(j —9)
a 19119 (=) —1)

l—1
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Finalement,
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wor) = [ o) -0l

]

Corollaire 2. Soit o une permutation. Le nombre des transpositions dans une factorisation de
o en un produit de transpositions est soit pair (dans ce cas la permutation a signe +1) soit
impair (dans ce cas la permutation a signe —1).

A partir de cette information on trouve rapidement £(id) = 1 et, pour toute permutation o,

e(o) =¢e(c™).

2.2 Déterminant d’une matrice

Définition 2.2.1. Soit A € M, (K). On note A =

nant de A :
det(A)
Ainsi det(A) € K.
Autres notations.
det(A) =

Exemple 2.2.2. 1. (n = 2) Soit A =

permutations de Sy sont o = id et o’

ailz aig
a21 A2

2. (n=3)

(123} (123
57\ 2 3)0\2 31
On obtient alors

a1; a2 Qi3

=2 <

€Sy

a
Cc

1
"\3

Al =

(a;;) avec 1 < 4,7 < n. On définit le détermi-

H QAo (4),i

i1 - Qin
A, -
) Alors det(A) = ad — be. En effet, les deux

. On obtient alors

= 6(0)%(1),1%(2),2 + 5(0/)%'(1),1%'(2),2

= ad—cb

A1 Qoo Qo3| = Q11022033 + (12023031 + Q13021032 — (A31G92013 + A32023011 + A33G21G12)

31 Aazz ass
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Proposition 3. Soit M = (m;;) € M, (K) une matrice block-triagonale, c.a.d. il existe k < n tel

A B
que M = 0 D

B est une matrice k fois n — k. Alors

ou A = (a;;) € M(K) et D = (d;;) € M,_(K) sont des matrice carrées et

det(M) = det(A) det(D).

Démonstration. Une autre maniere de caractériser une telle matrice block-triagonale M = (m;;)
est de dire que m;; = 0sii > ket j < k. Supposons que c’est le cas. Alors le produit [ 7| me() 4,
qui fait partie de la formule pour le déterminant, s’annulle, si o(j) > k pour un j < k. Donc,

une condition necessaire pourque le produit est non-nul est, que o envoie la partie {k+1,--- ,n}
en lui-meme. Comme o est une bijection ceci entraine que o envoie aussi la partie {1,--- , k}
en lui-meme. Donc o doit étre la composition d'une permutation oy de {1,---,k} avec une
permutation oy de {k 4 1,--- ,n}. Il en suit que

k n
Ze(a)nma(i)i = Z Z 5(0102)1_[”%1(@')1‘ H My (i) i
i=1

c€Sn =1 01E€SK 02€Sh—k i=k+1
k n
— < Z 5(01) Haal(i)i> Z 6(0—2) H do‘g(i)fkifk
01ESy =1 02€ES,_k i=k+1
= det(A)det(D).

Corollaire 3. Soit A = (a;;) € M,(K) une matrice triagonale. Alors

n

det(A) = H Q;;

=1

Proposition 4. Le déterminant est une application multilinéaire alternée en les colonnes, c’est-
a-dire : Soit A € M,(K) et soient C1,...,C, les colonnes de A.

1. Soit i € {1,...,n}. On suppose qu’il existe des colonnes C,C" et des scalaires \, N € K
tels que C; = \C' + XN'C". Alors

det(A) = Adet(Cy -+ C -+ Cp)+Ndet(Cy --- C" - Cp).
position 1 position 1
2. Soienti,j € {1,...,n} avec i # j. Soit B la matrice obtenue en échangeant les colonnes

C; et C; dans A (i.e. la colonne i de B est C; et la colonne j de B est C;, les autres
colonnes étant les mémes que dans A).

Alors det(B) = —det(A).

1 ch

Démonstration. 1. NotonsC'= | : | et C"= | : |. Notons aussi B la matrice obtenue en

Cn c

remplacant, dans A, la colonne C; par C'. De méme, B’ la matrice obtenue en remplacant
C; par C'. L’hypothese nous dit que pour tout &k = 1,...,n, a = Acx + N, Par
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conséquent
det(A) = Y e(0)as)1 dog)i** Go(n)n
oc€Sn
- Z e(0)ag)1 - (Ao + Neo(p) * Go(myn
0ESh
= A Z aa(l Co(i) " Qo(n)n + N Z 6(0)@0(1)71 T C;(i) ©Qo(n),n
G’GSn O’ESn

= Adet(B) + X det(B’).
2. Considérons la transposition 7 = (i j) € S,. La matrice B est alors (Cr1y -+ Cr@m)). On

a .

n

det(B) = > e(0) [ aotiyri

oESy =1
= > @) aee1eam-o
gESy =1
= Z 8(0’) H ag(qﬁl(i)),i
oESny =1
= 5(7’) Z ogoT Haa
TESy =1
= ( ) det(Cl : Cn)
= —det(A).
m
La méme démonstration que précédemment permet de prouver la propositon suivante.
Proposition 5. Soient C1,...,C, les colonnes d’une certaine matrice A € M, (K). Soit T € S,,,

alors
det(C’T(l) cee CT(n)) = 8(7’) det(01 cee Cn)

Remarque 2.2.3. L’application det n’est pas linéaire. En fait,
1. pour A € M,(K) et A € K, det(AA) = \"det(A).
2. pour A, B € M,(K), en général on a det(A + B) # det(A) + det(B).
Démonstration. 1. Sion note C; les colonnes de A alors det(AA) = det(ACy ACy -+ AC,,) =
Adet(Cy AC2 -+ XC,) = Ndet(Cy Cy -+ ACy,) =

2. Voici un contre-exemple : det([,, + I,,) = det(21,,) = 2" det(l,) = 2" alors que det(l,) +
det(I,) = 2. Les deux termes sont différents si n > 2.
[l

Proposition 6. Soit A € M, (K) une matrice ayant deuzx colonnes égales. Alors det(A) = 0.

Démonstration. Par hypothese, il existe ¢ # j tel que les colonnes C; et C} soient égales. La
matrice obtenue en échangeant ces colonnes est encore égale a A. Par la prop. 4, on obtient

alors det(A) = — det(A) ce qui donne det(A) = 0. O
Proposition 7. Soit A € M,(K). Alors det(*A) = det(A).
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Démonstration.

n

det('A) = Y elo) [ aion

o =1

= Z (o) H A= (a(i)),0 (i)
i=1

g

= Z 5(0) H ag—l(j)d
j=1

g

= Z 8(0’71) H aa_1(j)7j
i=1

g

= det(A)
[l

Corollaire 4. Le déterminant est multilinéaire en les lignes. De plus si T est une permutation
des lignes de A alors le déterminant de la matrice obtenue en permutant les lignes a ['aide de
T est égal a () det(A).

Démonstration. Ces propriétés sont vraies pour les colonnes et la prop. précédente permet de
les avoir pour les lignes. O

Théoréme 4. Pour A, B € M, (K), det(AB) = det(A) det(B).

Démonstration. Notons A = (a;;) = (A1 -+ A,), B= (by;), C = AB = (¢;;) = (Cy --- Cy)
de sorte que ¢ = 2721 = a;;bji. On a alors

Ci 21 b n ay; n
Ch=11|= : = b = biA;.
Cnk > iy ngbyr ) I anj) I
D’ou
= det(z bil,lAil Z [)Z‘QVQAZ‘2 s Z bin,nAin)
i1=1 i2=1 in=1
TN by bia o bia det(Ay Ay o Ay
1<i1,yin<n

Dans cette somme, des que deux 7; sont égaux, on obtient deux colonnes égales et le terme

disparait. Il ne reste que les termes ou iy, ...,%, sont distincts deux a deux. Autrement dit
les termes pour lesquelles (iq,...,4,) est une permutation de {1,...,n}. On note alors i; =
o(1)...,i, = o(n) et on peut réécrire
det(AB) = Z ba(l),l ba(2),2 T ba(n),n det(Aa(l) T Aa(n))
O'GSTL
Prop. 5
Z7  boya bo@z+ oy £(0) det(Ay -+ Ay)
oESh
= det(B)det(A).
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Théoréme 5. Soit A € M, (K), alors
det(A) #£ 0 <= A est inversible.

Démonstration. "<" : Soit B l'inverse de A alors AB = I, et 1 = det(l,) = det(AB) =
det(A) det(B) d’ou det(A) # 0.
"=" : Par contraposée, on suppose A non inversible donc les colonnes C; de A sont liées.

Quitte a faire un échange de colonnes, on peut supposer que C; = \yCs+- - -+ )\, C), avec \; € K.
Par conséquent det(A) = det(d_5 \iC; Cy -+ Cp) =>"10  Nidet(C; Cy -+ C) = 0. O

1
det(A) -

Corollaire 5. Si A est une matrice inversible, det(A™1) =

Démonstration. Si A est inversible, alors AA™! = I,. Donc

1 = det(L,) = det(A) det(A™).

2.2.1 Déterminant d’un endomorphisme

Dans ce paragraphe, E désigne un K espace vectoriel de dimension n et v : £ — E un
endomorphisme de F.

Lemme 3. Soient B et B’ deux bases de E et A = Mp(u) et A" = Mpg(u). Alors det(A) =
det(A").

Démonstration. Soit P la matrice de passage de B a B'. Alors A’ = P~'AP et on a det(A’) =
det(P~1) det(A) det(P) = (det(P)) ! det(P) det(A) = det(A). O

Définition 2.2.4. On définit le déterminant de v comme étant le déterminant de la matrice de
u dans n’importe quelle base de E.

Le lemme précédent nous assure que cette définition ne dépend pas du choix de la base.
Nous donnons les deux propositions suivantes sans démonstrations car ces dernieres sont
faciles ou triviales.

Proposition 8. On a les équivalences suivantes : u est bijectif <= wu est injectif <= u est
surjectif <= det(u) # 0.

Proposition 9. Soient u et v deux endomorphismes de E. On a
1. det(uov) = det(u) det(v),
2. det(Idg) =1,
3. Siu est inversible alors det(u™') = (det(u))™!.
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2.3 Calcul pratique du déterminant

On utilise tres rarement la formule dans la définition du déterminant pour le calculer. Voici
quelques stratégies pour le calcul pratique d’'un déterminant.

2.3.1 Par transformations élémentaires de la matrice

Une maniere efficace passe par 'application des transformations élémentaires a la matrice
pour la rendre triagonale. Bienque le déterminant n’est pas invariant sous transformation élé-
mentaire, il ne peut changer que d'un signe, et ce signe peut étre déterminé.

Proposition 10. 1. Le déterminant est opposé si on échange deux lignes ou deux colonnes.

)

2. Si on remplace une colonne C' (resp. une ligne L) par C+“une combinaison linéaire des autres’
(resp. L+ --- ) alors le déterminant ne change pas.

Démonstration. 1. Déja vu pour les colonnes et 1'égalité det(A) = det(*A) 'implique pour

les lignes.

2. Faisons la preuve pour C' = (. Remplacons alors C; par Cy + >, (i,

det(ClJrZ/\ZCi Cy --- Cp) = det(Cy Cy --- Cn)+z)\idet(0i Cy - C)
=2 =2

= det(C'l 02 Cn)

2.3.2 Developpement du déterminant lelong d’une colonne ou ligne

Une autre méthode de calcul est le developpement du déterminant lelong une colonne ou
ligne. Elle répose sur le

Lemme 4.
Q12 Q1n
0 a2 Q1n
k—1 |Ak—1,2 Ak—1.n
1 a2 Apn| = (—1) .
Ak41,2 Ak4+1.n
O an2 Ann
an2 Ann

Démonstration. Si k =1 alors le résultat découle de la Prop. 3. Si £ > 1 on echange la k-ieme

avec la k — 1-ieme ligne; en conséquence le déterminant prend un signe —. On itere jusqu’en
arrivant a une matrice ou les 0 de la premiere colonne sont tous en bas. Ca fait K — 1 opérations
d’échange. D’ou le resultat. n
Corollaire 6.
a12 QA1n
aipr a2 QA1n
. n
Z k—1 Ap—1,2 Ak—1,n
= (—1) (07’5} .
: A+1,2 Ak4-1,n
: k=1
Gp1  An2 Apn : :
Ap2 Qnn
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Démonstration. Comme le déterminant est linéaire dans les colonnes on a

0 a2 -+ ap
11 Q2 - Aip
. n . .
= g ar1 |1 arg -+ Qpp|.
k=1 : :
Ap1 Ap2 - Ann
O Ap2 - Ann
et le résultat découle du dernier lemme. O

Grace a la transposition, on a un résultat similaire avec les lignes. De plus, en tenant compte
d’un signe (notament (—1)’~!) on a un resultat similaire en developpant lelong la j-iéme colonne.
Relié a cela est la notion du cofacteur d’'une matrice :

Soit M = (my;) € M,(K) et k,I < n. Si on enleve la kieme ligne et la [ieme colonne on
obtient une matrice noté Mkl de taillen — 1 xn — 1.

C D
C D
ou
A= (alj) EMk 11— 1(K) avec aij:mij,i<k,j<l,
B = (bl]) € My_1— Z(K) avec bij = Myj, 1< k, g > [
C = (CU) € M,_p_ 1(K) avec C;; = My, 1>k, )<l
D= (dU) €E M, _pn_ Z(K) avec C;; = My , 1> k, g > l

Définition 2.3.1. Le nombre
Mkl = (—1)k+l det(Mkl)

est appelé le cofacteur d’indice (k,1) de M.1!
Théoréme 6. Soit A € M, (K). Pour tout k=1,...,n,
det(A) = aklAkl + -4 CL]mAkm. (21)

Pour tout j =1,...,n,
det(A) = Cllelj —f- s + anjAnj. (22)

Démonstration. La premiere expression est le developpement du déterminant lelong la kieme
ligne. La deuxieme expression est le developpement du déterminant lelong la jieme colonne.

D’abord on observe que la deuxieme formule correspond, si j = 1, au cas du Cor. 6. Pour j
quelconque on obtient la deuxieme formule par application des échanges de colonnes : d’abord
j avec 7 — 1, puis j — 1 avec j — 2, etc.. Apres j — 1 échanges on obtient de nouveau le cas du
Cor. 6. Chaque échange amene a un signe —1. De plus, la jieme colonne est devenu la premiere
et les autres colonnes ont gardées leur ordre. D’ou la formule (2.2) (le signe est déja pris en
charge par le signe dans la définition du cofacteur).

La formule (2.1) peut étre obtenu par transposition de (2.2). O

1. Le nombre det(Mjy;) est aussi appelé mineur de d’ordre n — 1 d’indice (k,). On ne parlera pas de mineurs
d’ordre < n — 1 dans ce cours.
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2.4 Une formule pour 'inverse d’une matrice

On peut exprimer l'inverse A™!, sous I'hypothese que det(A) # 0, & I'aide des cofacteurs.
Bienque cette formule devient lourde si la dimension augmente, elle est utile théoriquement.

Définition 2.4.1. La comatrice de la matrice A € M, (K) est la matrice co(A) € M, (K), qui a
comme coefficient ij le cofacteur de A d’indice (1, j),

CO(A) = (A,J)
Le transpose de la comatrice est alors fco(A) = (A;;).

Théoreme 7. Soit A € M, (K). Alors
A'co(A) ="co(A)A = det(A)L,.
Corollaire 7. Si A est inversible alors A~ = det(A)™" tco(A).

Démonstration du théoréme. Comme d’habitude on note a;; les coefficients de A et A;; les
cofacteurs associés a A. Pour 4,5 € {1,...,n}, on considere

Lij = aindji + andjp + -+ ainAjn.

— Sii=jalors I';; = det(A) : en effet, c’est le développement du déterminant par rapport
a la ligne 1.

— Sii # jalors I';; = 0. En effet, soit B la matrice obtenue a partir de A en remplacant la
ligne j par la ligne i (les lignes autres que la ligne j étant celles de A). Alors d’une part
det(B) = 0 et d’autre part si on développe det(B) par rapport a la ligne j, on obtient
Fij-

Par conséquent : I';; = 0,; det(A).

Le membre de gauche est le coefficient (7, ) de A ‘co(A) et le membre de droite est le coefficient

(i,7) de det(A) I,,. On a donc démontré que A ‘co(A) = det(A) I,.

Pour obtenir I'égalité ‘co(A) A = det(A) I,, on fait la méme chose en utilisant I';; = > a; A
O

2.4.1 Formules de Cramer

Théoréme 8. Soient a;; € K avec 4,5 € {1,...,n}. Soient by,...,b, € K. On considére le
systeme suivant

a1 + -+ ATy — b1

Ap1T1 + - F ATy = bn

b

Notons A = (a;;) € M,(K) et B=| : | € M,x1(K). Si det(A) # 0 alors l'unique solution du
bn

systéeme est donnée par

o det(C’1 cee Ci—l B Ci—H ce Cn)

B det(A)

X

ou C; désigne la colonne i de A.
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T

Démonstration. Notons X = : € M, x1(K) l'unique solution du systéeme AX = B. On a
Tn,

donc B = 2:Cy + - - - + x,C,, d’ou

det(01 s Ci—l B Ci—i—l te On) = ZZL’]' det(C’1 tee Ci—l Cj Ci+1 s On)
j=1

ZT; det(C’l ce Ci—l Cz Oi+1 ce Cn)
= x;det(A).



Chapitre 3

Equation propre et spectre d’un
endomorphisme

Plusieurs questions trouvent des réponses a travers la notion des valeurs propres (spectre)
d’un endomorphisme. Par exemple :

1. Quelles propriétés d’une matrice carrée restent inchangées si on conjuge la matrice par
une matrice inversible ?

2. Quelles propriétés d'un endomorphisme peuvent se déduire de I'expression de la matrice
associée a ’endomorphisme dans une base ?

3. Quelle est la description la plus simple d’un endomorphisme ?

De plus, dans des applications diverses, le spectre d’'un endomorphisme a tres souvent une
interprétation importante (instrument de musique).

3.1 Valeur, vecteur, espace propre

Définition 3.1.1. Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel F. L’équation
u(zx) = Az,
ou A € Ket x € E, est appellée I’équation propre pour w.

Définition 3.1.2. Soit v un endomorphisme d’un espace vectoriel E. On appelle A € K valeur
propre pour u si I’équation propre u(x) = Az admet une la solution z # 0.
Une telle solution x est appellée vecteur propre de u (pour la valeur propre \).

On note que, pour tout A € K, I’équation propre a toujours la solution x = 0. Celle-ci
n’est donc pas interéssante. C’est pour cela on n’appelle O pas vecteur propre.
Si x # Og est vecteur propre pour u alors il existe A € K t.q. (u — Aid)(x) = 0. On appelle

Ey := ker(u — Aid)

Uespace propre pour A (de u). E) contient toujours Og, mais est un sous-espace non-trivial
seulement de E si A est une valeur propre pour u. On appelle ’ensemble des valuers propres le
spectre de u. On va voir plus bas que, si E est de dimension fini, on peut déterminer les valeurs
propres en passant par le polynome caractéristique.

Proposition 11. Les espaces propres d’un endomorphisme sont en somme directe, c.a.d.
E/\1+E)\2+..'+E)\k:E)\l@E)\Q@”'@E)\k

ot A, -+, A\, sont les valeurs propres (distinctes) de u.

25
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Démonstration. Par récurrence sur k. Pour £ =1 il n’y a rien a prouver.
Soit Ay, -+, A; des valeurs propres distinctes de u. Soit z; € E), et

T+t a = 0p.

On a alors

k k -1

Op = (u— Mdd)(0p) = > (u—Nedd)(z:) =D (A = M)z = > (A = M)y

1

e

i=1 i=1 7

Par hypothese de récurrence on a y; + -+ + yp—1 = 0, y; € E),, implique y; = 0 pour 7 =
L,---,k—1. Dou (A\; — A\g)z; = 0 pour tout i < k — 1. Comme \; # A\ pour ¢ < k — 1 ceci
implique z; = 0 pour tout ¢ < k — 1. Donc aussi z;, = 0. La somme F, ,---, E), est alors
directe. O

3.2 Endomorphismes diagonalisables

Une matrice diagonale est une matrice carrée qui n’a que des coefficients non-nulles sur la
diagonale, c.a.d.

a; =0, sii#]

On va utiliser la notation diag(Ay,--- , A,) pour la matrice diagonale avec a; = ;.

Définition 3.2.1. Soit A € M,(K). On dit que A est diagonalisable (sur K) s’il existe une
matrice inversible P € M,(K) t.q. D = P'AP est une matrice diagonale. Autrement dit, A
est conjugé a une matrice diagonale.

Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E' sur K, de dimension fini. v est diagonali-
sable si E' admet une base B, t.q. [u|s est une matrice diagonale.

Comme on peut interpréter une matrice n x n comme la matrice d’'un endomorphisme de K"
dans la base canonique, la premiere définition est un cas particulier de la deuxieme. En effet,
P joue le role de la matrice de passage de la base canonique vers une base dans laquelle A est
diagonale.

La notion de matrice diagonale dépend du corps K. Il se peut qu'une matrice A € M,,(C)
n’a que des coefficients réels. Si A est diagonalisable et il existe une matrice inversible réelle P
t.q. D = P~'AP est diagonale, alors A est méme diagonalisable dans M, (R) et on spécifie que
A est diagonalisable sur R.

De lautre coté, il se peut qu'une matrice A € M, (R) n’est pas diagonalisable sur R, c.a.d.
qu’il n’existe pas de matrice inversible réelle P t.q. D = P~ 'AP est diagonale, mais qu’il
existe une matrice inversible complexe P t.q. D = P71AP est diagonale. Dans ce cas, A est
diagonalisable dans M,,(C) et on dit qu’elle est diagonalisable sur C.

Une matrice qui est diagonalisable sur R est alors aussi diagonalisable sur C, mais une
matrice réelle qui est diagonalisable sur C n’est pas forcement diagonalisable sur R.

Théoréme 9 (Premiere critere de diagonalisation). Soit u un endomorphisme sur E, de dimen-

sion n. u est diagonalisable si et seulement si E admet une base B = {by,--- ,b,} de vecteurs
propres de uw. Dans ce cas [u]lg = diag(A1, -+, A\n) ot \; est la valeur propre pour b;.
Démonstration. Soit B = {by,--- ,b,} une base de vecteurs propres de u. Il existe alors \; t.q.

u(b;) = A\;b;. Alors par calcul directe

[ulg = diag(Ag, -+, \n)-
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Soit maintenant u diagonalisable. Il existe donc une base B = {by,--- ,b,} t.q. [u]z est une
matrice diagonale, disons [u]g = diag(A1, -+, A,) avec des scalaires \; € K. On trouve

[u(bj)]s = [u]slb]s = diag(A1, -+, \n)ej = Ajej = [Ajbj]s

Donc [u(b;) — A\jbj]lp = Ogn. Donc u(b;) — \;b; = 0p. Comme b; # Op c’est un vecteur propre
pour la valeur propre A;. O

Tout vecteur propre appartient a un espace propre. Donc si E admet une base de vecteurs
propres on a B C Ey, +---+ E),, ce qui entraine

E:E)\l@"'@EAk (3.1)

par Prop. 11. De lautre coté, si B; est une base the E), (et une telle base exists toujours)
alors (3.1) implique que B = B; U --- U B,, est une base pour E. Donc (3.1) est une condition
necessaire et suffisant pour que F admet une base de vecteurs propres. On peut aussi formuler
ca comme ca : Soit g, = dim E), dite la multiplicité géométrique de la valeur propre A. Par
définition d’une valeur propre, g, > 1. On a alors

Lemme 5. Soit u un endomorphisme sur E/, de dimension n. u est diagonalisable si et seulement
si la somme des multiplicités géométriques vaut n.

Démonstration. On a vu que u est diagonalisable si et seulement si (3.1) est satisfait. Comme
I'inclusion Ey, @ --- @ E), C E est toujours vrai, la somme des dimensions des espaces propres
doit étre < n et est égal a n si et seulement si I'inclusion est un égalité. O

Exemple 3.2.2.

~

. ((1) (1)> est diagonalisable sur Q.

2. ((2) (1)) n’est pas diagonalisable sur Q, mais sur R.
0o 1\ , . . ‘

3. 1 0™ est pas diagonalisable sur R, mais sur C.
0o 1\ , . .

4. (O O> n’est pas diagonalisable sur C.

3.3 Polynome caractéristique

Dans 'exemple en haut on était capable de calculer facilement les valeurs propres et les
vecteurs propres car la dimension n’était pas tres élevée. Le polynome caractéristique est 1’outil
qui permet (en principe) de déterminer tous les valeurs propres en toute dimension.

Définition 3.3.1. Soit A = (a;;) une matrice n x n. On appelle
Py(N) :=det(A — A1,,)

le polynome caractéristique de A.
Soit v un endomorphisme dun espace vectoriel de dimension finie. On appelle

P,(X) := det(u — Aid)

le polynome caractéristique de wu.
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Les deux définitions an haut sont bien stur reliées, car le detérminant d’'un endomorphisme
est défini a 'aide d’une matrice pour I'endomorphisme. Ainsi det(u — Aid) = det([u — Aid]z) =
det([u]g — Al,) ou B est n'importe quel base pour E et n = dim E. Dans ce qui suit nous
étudions le polynome caractéristique des matrices, mais les énoncés peuvent facilement étre
reformulées en termes d’endomorphismes.

On note que P4(A) est bien un polynéme en A, son degré est n.
Lemme 6. Soit A une matrice n x n. Alors
Py(\) = (—1)" X" 4 (=1)" I Tr(A) A"+ -+ + det(A)
ot Tr(A) = > | a; est la trace de A.
Démonstration. On rappelle que det(A — Al,) est une somme de termes de la forme
Qs(N) =¢e(0) H(ao(i)i — Mo (ii)- (3.2)
i=1

Chacun des @), est un polynome en A. Pourqu'une puissance \" apparaisse, il faut que tous les
do(s); soient non-nuls. Ceci est le cas seulement si o = id. Dans ce cas on obtient de (3.2)

n

Qig(\N) = [[(as =) = (=0 + Zaii(—k)”_l e

=1

ol les - -- sont des termes en \™ avec m < n — 1. Si o # id alors au moins deux des d,(;); sont
nuls. Dans ce cas (), est un polynome de \ de degré <n — 2.
Finalement le terme constant est P4(0) = det(A). O

Théoréme 10. \ est une valeur propre de u si et seulement si P,(\) = 0.

Démonstration. On a la chaine d’équivalences suivante :
A est valeur propre de u < ker(u — Aid) # {0g} < u — Aid n’est pas injective < u — Aid
n’est pas inversible < det(u — Aid) = 0. O

Corollaire 8. Une matrice A € M, (K) posséde au plus n valeurs propres.

Démonstration. P4(\) est un polynéme de degré n. Un polynéme de degré n admet au plus n
racines. [

Soit P € K[X] un polynéme et A une racine de P. On dit que A a multiplicité m si P(X)
est divisible par (X — A)™ mais pas divisible par (X — \)™*L.

Définition 3.3.2. Soit A une valeur propre de A. On dit que la multiplicité algébrique de A
est m si, en tant que racine du polynome caractéristique P4, A a multiplicité m. On note la
multiplicité algébrique de A\ par m,).

Une valeur propre simple est donc une valeur propre de multiplicité algébrique 1.

Définition 3.3.3. Un polynome P € K, [X] est scindé si il se factorise en facteurs linéaires, c.a.d.
il existe \; € K (pas forcement distinct) et ¢ € K t.q.

n

PIX]=c]J(xX =)

i=1
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On rappelle le théoreme fondamental de I’ Algebre :
Théoréme 11. Tout polynome P € C[X] est scindé.

Ce résultat n’est pas vrai si K = R, comme le montre ’exemple du polynéome P[X] = X?+1.
Bienque X? 4+ 1 = (X +)(X — i), i n’est pas réel.

Corollaire 9.
1. Une matrice A € M,,(C) posséde au moins une valeur propre (compleze).

2. Une matrice A € My, +1(R) posséde au moins une valeur propre réelle.

Démonstration. Si A € M, (C) alors le polynoéme caractéristique est scindé (sur C). Un poly-
nome scindé admet au moins une racine. D’ou le premier resultat.

Si A € M,(R), alors A est aussi une matrice a coefficient complexe, c.a.d. A € M, (C). Le
polynome caractéristique de A est donc scindé sur C, mais pas forcément sur R. Or, comme A
est une matrice réelle, son polynome caractéristique P4 a des coefficients réels. Donc

Pa(A) = Pa(A).

Ainsi, si A est un racine de multiplicité m) alors A est un racine de multiplicité mz = m,. Il en
suit que, si P4 n’a pas de racine réelle, alors son degré est pair. O

Une matrice A € Ms,(R) posséde une valeur propre complexe, mais pas forcément une
valeur propre réelle. Il faut faire attention a ca.

Lemme 7. On a my > g, = dim F).

Démonstration. Soit By une base pour E). On peut la compléter en une base B pour E. Si B)
sont les premiers éléments de la base alors

(M, B
s = ( 0 D)’
une forme block triangulaire ou le block en haut a gauge est la matrice diagonale de taille
g» = dim E), qui a partout A sur la diagonale. On calcule rapidement

P,(\)= (A= X)?»Pp(XN)
ce qui montre que m) est au moins aussi grand que g,. 0

Théoréme 12 (Deuxieme critere de diagonalisation). Soit u un endomorophism d’un espace
vectoriel de dimension n. u est diagonalisable si et seulement si son polynome caractéristique
est scindé et pour toute valeur propre A la multiplicité algébrique et la multiplicité géométrique
coincident, c.a.d. my = gy.

Démonstration. Supposons que le polynome caractéristique de u est scindé. Alors la somme
des multiplicités algébriques my est n. Si, de plus, m, = g, pour toute valeur propre, alors la
somme des gy est aussi n. Donc, par Lemma 5, u est diagonalisable.

Si u est diagonalisable on choisit une base B de vecteurs propres. Alors [u]s est diagonal,
disons [u|s = diag(Aq, -+, An) (ici les A; ne sont pas forcément distincts). On calcule rapidement

que
n

P.A) =] = ).
i=1
Donc P, est scindé. Par Lemma 5 la somme des g, est n et comme my > g, et la somme des
m est le degré de P4 on doit avoir g, = m, pour tout valeur propre . O
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Il en suit une condition suffisante pourque u soit diagonalisable, mais cette condition n’est
pas necessaire.

Corollaire 10. Si u admet n valeurs propres disctinctes (ou de fagon équivalente, si P, est
scindé a racines simples) alors u est diagonalisable.

Démonstration. L’hypothese nous dit que 1 = my > g, > 1 pour toute valeur propre \. O

3.3.1 Algorithme de diagonalisation

Etant donné un endomorphisme u diagonalisable, on se pose le probleme de trouver une
base B t.q. [u]g soit diagonale et puis d’expliciter la forme de [u]g. Voici les étappes :

1. Trouver les racines du polynome caractéristique P,. Chaque racine \; est une valeur
propre.

2. Résoudre 1'équation (u — N\;id)(z) = Og pour chaque i. Les solutions forment ’espace
propre E), de \;. Choisir une base B; pour Ej,.

3. La matrice [u|p associée & u dans la base B = By U --- U By, est alors une matrice dia-
gonale, qui contient les valeurs propres sur la diagonale, chaqu’une autant de fois que sa
multiplicité algébrique.

Des bases différentes pour E peuvent amener a une matrice diagonale. Néanmoins, a part de
I'ordre des éléments sur la diagonale, la forme diagonale de u est unique.

Etant donnée une matrice 4, donc un endomorphisme de K™ ou la matrice d’un endomor-
phism A = [u]p dans une base B, diagonaliser A veut dire de trouver une autre base dans laquelle
elle est diagonale. Déterminer une forme diagonale de A correspond donc a un changement de
base. Voici les étappes :

1. Trouver les racines du polynomes caractéristiques P4. Chaque racine \; est une valeur
propre de A.

2. Résoudre 'équation (A — \;1,,)z = 0 pour chaque i. Ici A— \;1,, est une matrice n xn et
est un vecteur colonne de taille n. Les solutions forment I'espace propre £, de \; exprimé
dans la base canonique. Ainsi on trouve g,, vecteurs propres linéairement indépendents
pour chaque i et, mise ensemble, on obtient n vecteurs propres linéairement indépendents.

3. La forme diagonale D pour A est alors
D= P 'AP

ou P est la matrice dont la jieme colonne correspond au jieme vecteur propre.

D est alors une matrice diagonale qui contient chaque valeur propre autant de fois que sa
multiplicité algébrique.

On remarque que la matrice P est la matrice de passage de la base canonique vers la base donnée
par les vecteurs propres qu’on a déterminé. La base des vecteurs propres n’est pas unique donc
P dépendent des choix. Pourtant, a part de ’ordre des éléments sur la diagonale, D est unique.

On pourrait donc répondre a la premiere question du chapitre : le spectre d’'un endomor-
phisme avec multiplicité ne dépend pas de la base. Il en suit que toute quantité qui s’exprime
avec le spectre (le déterminant, la trace,...) ne dépendent pas de la base.



Chapitre 4

Application aux équations linéaires
d’évolution : principe de découplage

Dans ce chapitre on va voir que la diagonalisation des matrices correspond au découplage
d’une équation linéaire qui décrit I’évolution temporaire d’un systeme de n degrés de libertés.
On va considérer deux cas : les récurrences linéaires de plusieurs variables et les équations
différentiels linéaires de plusieurs variables.

Bien stur, pas toute matrice est diagonalisable, mais si elle est, les calculs sont plus simples.
On reviendra aux cas plus généraux plus bas.

4.1 Puissances et fonctions des matrices diagonalisables

Soit A une matrice n x n. Dans ce qui suit, il est utile de voir A comme élément de M,,(C),
meéme si ses coefficients sont réels, et de travailler avec la diagonalisation sur C. On va supposer
dans cette section que A soit diagonalisable (sur C), c.a.d. qu’il existe une matrice n x n
inversible P t.q.

D=P'AP

est une matrice diagonale, D = diag(\1, -+, A,). On rappelle que les \; sont les valeurs propres
de A et la iieme colonne de P est un vecteur propre pour \;.

Lemme 8. Soit A diagonalisable et k € N. Alors, avec la notation d’en haut
AF = P diag(Af,--- ) \F) P~
De plus, si A est inversible alors

A7t = P diag(\[*t, - ) P

ron

Démonstration. Si k=0 on a A° =1, et \) = 1 par définition, ce qui implique le résultat. Si
k=1alors PDP™' = PP'APP ' = A etsik >1

k—fois

AF =(PDP~Y)...(PDP~Y)= PDFP~!

car les PP~! au milieu s’annullent. Clairement, D* = diag(\¥, -+, A\¥) pour tout k € N.
A est inversible si et seulement si tous les valeurs propres sont non-nulles. Dans ce cas D
est inversible et

A= (PDP Y ' = PD Pt = Pdiag(\[t, - M) P

r'n

31
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Corollaire 11. Soit A diagonalisable et Q € C[X] un polynome. Alors, avec la notation d’en
haut

Q(A) = P diag(Q(\), -+, Q(\a)) P

Remarque 4.1.1. Soit A diagonalisable et f : C — C une fonction. Alors, avec la notation d’en
haut on peut définir

On obtient ainsi la possibilité de travailler avec des fonctions comme sin(A) ou exp(A). Ce
calcul fonctionelle repose sur le fait que A est diagonalisable.

4.2 Systémes récurrents

Voici un example d'un systeme récurrent de premier ordre

Upy1 = auy + buy

Vpy1 = CUup + dog

ou a,b,c,d € K et k € N. Une solution d'un tel systeme consiste en deux suites (uy)gen €t
(vg)ken a valeur dans K qui satisfont ces deux équations. Si on fixe les valeurs wug et vy on rend
la solution unique. ug et vy sont appelés conditions initiales.

Les deux équations du systeme sont couplés, car la valeur de w1 dépend de vy, et la valeur de
vr+1 dépend de ug. L’astuce pour résoudre le systeme est de prendre des combinaisons linéaires
des suites (ug) et (vy) pour obténir un systeme découplé. Ceci est relié a la diagonalisation de

. b . .
la matrice A = (Z d)' En effet, si X}, = (zk) € K2, alors (Xj)ren est une suite de vecteurs
k
de K2 et le systeéme peut s’écrire X1 = AX} et les conditions initiales correspondent a la
préscription du vecteur Xj.

Plus généralement un systeme récurrent et un systeme d’équations du type
X1 = AX,, keN (4.1)

dont I'inconnue est X = (X )ren avec Xy € K" = M, «1(K) et ou A € M, (K).
On suppose maintenant que A est diagonalisable, c.a.d. il existe n vecteurs propres linéai-

rement indépendants. La matrice P qui a comme colonnes ces vecteurs propres diagonalise A :
D = P7'AP = diag(\1, -+, \,). Alors avec Y, = P71 X} on obtient de (4.1)

Yk+1 = Pile+1 = PilAXk = DY, keN (42)

Comme D est diagonale, le systeme (4.2) consistent a n récurrences découplées, la iieme compo-
sante de Y1 ne dépend que de la 7ieme composante de Y) et nous pouvons résoudre chaqu’une
de ces récurrences individuellement. Notons ;. la iieme composante de Y}, on obtient alors, par
récurrence y;;, = A¥y;. Ceci revient a la solution

X, = A Xy = Pdiag(\F, -, A PTLXG. (4.3)

du systeme d’origine.
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4.3 Systemes d’équations différentielles de premier ordre
Voici un example d’un systeme d’équations différentielles linéaires de premier ordre
u'(t) = au(t) + bu(t)
V() = cu(t) + do(t)

ol a,b,c,d € Kettec R Une solution d'un tel systeme consiste en deux fonctions dérivables
u(t) et v(t) a valeur dans K, qui dans ce contexte est R ou C. Si on fixe les valeurs u(0) et v(0)
(ou de leurs dérivés) on rend la solution unique. u(0) et v(0) sont appelés conditions initiales.

Plus généralement, un systeme d’équations différentielles linéaires de premier ordre est donné

o X'(t) = AX (1) (4.4)

dont I'inconnue est une fonction vectorielle dérivable X (¢) € K" = M,,..1(K) et ou A € M, (K).
Les conditions initiales fixent X (0) (ou X’(0)). Vu que A ne dépend pas de ¢, on dit que ce
systeme est a coefficients constants.

On suppose que A est diagonalisable, avec matrice P qui diagonalise A comme en haut,
et introduit une nouvelle fonction vectorielle Y (t) = P7'X(¢). On obtient alors un systéme
découplé d’équations différentielles pour les composantes y;(t) de Y'(t)

yi(t) = Niyi(t) (4.5)

ou )\; est la valeur propre de A associée a la i-ieme colonne de P (qui est, on rappelle, un vecteur
propre de A). On obtient alors les solutions

yi(t) = €¥'y;(0) (4.6)
Le systeme d’origine (4.7) a donc la solution
X(t) = Pdiag(e™?,--- M) P7LX, (4.7)

qui peut aussi étre écrite sous la forme X (t) = e*X(0).

4.4 Equation différentielle linéaire d’ordre £
En s’intéresse maintenant a une équation différentielle du type
FO) = a1 fO) + -+ ao f(t) (4.8)

ot f : R — C est une fonction k-fois dérivable (on note la k-ieme dérivée f*)(t)). Pour résoudre
cette équation on définit la fonction vectorielle

D)
X(t) = :
f(#)
Alors (4.8) s’écrit
f(k)(t) ak1—1 ako—2 660 f(k_l)(t)
X'(t) = = AX(t) = (4.9)
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Si A est diagonalisable, cet équation devient

A 0
X't=P|: -. PrX(t)
0 - A\,
ol Ap, -+, Ag sont les valeurs propores de A et P = (vy---vg) est la matrice dont la i-ieme

colonne v; correspond au vecteur propre associé a A;. Si une valeur propre a une multiplicité
algébrique m, alors il faut trouver m vecteurs propres indépendants pour cette valeur propre.
La solution est alors
et 0
Xt)y=pP|: - P71X(0)

A
0 - &

On va voir plutard comment résoudre I’équation si A n’est pas diagonalisable.



Chapitre 5

Sous-espaces stables

Dans ce chapitre E désigne un espace vectoriel sur K et u un endomorphisme de E.

5.1 Notion de sous-espace stable

Définition 5.1.1. Soit u un endomorphisme de E et F' un sous-espace vectoriel de E. On dit
que F est stable par u si u(F') C F, c.a.d. pour tout = € F, u(z) € F.

Une autre terminologie qu’on trouve est sous-espace invariant pour sous-espace stable.

Proposition 12. Soient I et Iy deux sous-espaces stables pour w alors Fy + Fy et Fy N Fy sont
aussi stable pour u.

Démonstration. Soit x = x1 + x9 avec x; € F; alors u(x) = u(xq) + u(zy) € Fy + F.
Soit f € F1 N Fy. Alors u(x) € Fy et u(z) € Fy, d’ou le résultat. O
Voici quelques exemples.

1. Clairement, F' = {0g} et F' = E sont des sous-espaces stables par n’importe quel endo-
morphisme.

2. Tout sous-espace de E est stable pour id.

3. Soit x € B, x # Og, et F' = Vect(z) = {\x : A € K}. F est un sous-espace de dimension
1. Clairement F' est stable par u si et seulement si il existe A t.q. u(z) = Az, c.a.d. x est
un vecteur propre de u. Donc les seuls sous-espaces stables pour u, qui sont de dimension
1, sont les espaces engendrés par ses vecteurs propres.

4. Un espace propre F)(u) est stable par u (Prop. 12).

Proposition 13. Soient u et v deuxr endomorphismes de E tels que uwov = v owu alors ker(v) et
Im(v) sont stables par w.

Démonstration. Soit x € ker(v). Alors v(u(z)) = u(v(z)) = u(0) = 0 donc u(z) € ker(v). Soit
y € Im(v). Alors il existe z € E tel que v(z) = y. Alors u(y) = u(v(z)) = v(u(z)) € Im(v). O

5.1.1 Espace caractéristique
Lemme 9. Soit k € N. im u* est un sous-espace stable par u et

im «*! C im u*.

Si B est de dimension n, alors il existe ¢ < n t.q. pour tout k > q on a im u* = im 4.
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Démonstration. On prenant v = u* dans Prop. 13 on trouve que im u* est stable. Soit y €
im u**1. 1l existe donc z € E t.q. y = v*™(x). Donc y = u*(2) avec z = u(x) € E.

Soit 7, = rang u*. L’inclusion im «**!' C im «* montre que 7,4, < 74 et on a égalité si et
seulement si im w1 = im u*. Supposons que im u**! = im v*. Alors im u**? = u(im u**?)
u(im v*) = im w*** = im «*. Donc si r,; = 7y, alors r,,, = r}, pour tout m > k. La suite (ry)s
est donc strictement décroissante jusqu’a ce quelle atteint sa valeur minimale. Comme 7y = n
le premier k pour lequel r; est minimal doit étre plus petit ou égal a n. O]

Lemme 10. Soit k € N. keru” est un sous-espace stable par u et
ker u¥ C ker uf*?,
Si E est de dimension n, alors il existe ¢ < n t.q. pour tout k > q on a ker u® = ker u?.

Démonstration. On prenant v = u* dans Prop. 13 on trouve que ker u* est stable.

L’inclusion keru* C keru**' montre que dimkeru* < dimkeru**' et on a égalité si et
seulement si ker u**! = ker v*. Par le théoréme du rang on a dim ker u* = n — rj,. Le deuxieme
résultat découle alors du dernier lemme. O

Définition 5.1.2. Soit A\ une valeur propre de u. Soit ¢, le plus petit entier naturel t.q. pour
tout k > ¢y on a ker(u — Aid)* = ker(u — Aid)?®. On appelle Fy(u) := ker(u — \id)? l'espace
caractéristique pour la valeur propre A de u (ou simplement espace caractéristique de \).

Corollaire 12. F\(u) est un sous-espace stable pour u. Il coincide avec [’espace propre de A,
F\(u) = E\(u), si et seulement si gy = 1.

Démonstration. Si gy = 1 alors F)\(u) = E\(u) par définition. Si Fj(u) = E,(u) alors ker(u —
Aid)* = ker(u — Aid) pour tout k > 1, alors gy = 1. O

5.1.2 Espace cyclique

Si  # Op n’est pas un vecteur propre de u alors Vect(x) n’est pas stable par u. Le plus
petit sous-espace de E stable par u qui contient x est appellé [’espace cyclique engendré par u.
On le note (z),.

Lemme 11. Soit Og # x € E et q le plus petit entier naturel t.q. la famille {x,u(zx), -+ ,ui(z)}
est liée (n'est pas libre). Alors

(x)y, = Vect(x,u(z), - ,u? ! (x))
En particulier, ¢ = dim(z),,.

Démonstration. Par définition de ¢ la famille {z, u(zx),--- ,u9(z)} est liée. Donc u?(x) est com-
binaison linéaire des ,u(x), - ,u4*(z). Donc Vect(x,u(z), - ,u?"1(x)) contient u*(x) pour
tout k > 0. Vect(x,u(x), -+ ,u?(z)) est alors stable par u et contient (z),. De I'autre coté,
()., doit conténir la famille {z, u(z), -+ ,u?'(x)}. Donc Vect(z,u(x),--- ,u?"(z)) C (x),. Par
définition de q, {z, u(z),--- ,ud"(x)} est libre et donc une base pour Vect(z, u(z),--- ,u?(x)).
Par conséquence, ¢ = dim(z),,. O
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5.1.3 Sous-espace irréductible

Définition 5.1.3. Un sous espace irréductible de u est un sous-espace stable (non-trivial) pour
u qui n’est pas somme directe de deux sous-espaces stables (non-triviaux) pour u.

Donc si F' C FE est un sous-espace stable pour u et F' = F} & F, ou F) et F; sont des
sous-espaces (different de {Og}) stable pour u, alors F' n’est pas irréductible.

Le lemme suivant, qu’on va montrer plus bas, dit en particulier, que pour les endomor-
phismes diagonalisables, les sous-espaces irreducibles sont les plus petits sous-espaces stables
(non-triviaux).

Lemme 12. Soit u un endomorphisme diagonalisable, alors tout sous-espace irreductible est de
dimension 1 et engendré par un vecteur propre de u.

5.1.4 Endomorphisme induit

Définition 5.1.4. On suppose que F est stable par u. On définit alors ur : F' — F' 'application
qui envoie f € F sur u(f). On appelle up 'endomorphisme induit sur F' par u.

Attention : Il ne faut pas confondre la notion de ’endomorphisme induit sur F', ur, avec sa
restriction sur F', u|p. La restriction de u sur F est 'application linéaire u |p : F — E donné
par la méme formule u |p () = u(x) mais l'espace d’arrivé est différent. Par exemple, idp est
une bijection de F vers F', pendant que id |r est I'inclusion de F' dans E. id | n’est pas bijective
si F'# FE.

Exemple 5.1.5. Soit E un espace vectoriel avec une base B = {by, by, bz, bs}. Soit u un endo-

1 1 =21
. . 0 2 2 0 .
morphisme de E dont la matrice dans la base B est A = 0 1 -1 0l Cette matrice nous
-3 3 -1 2

indique que u(by) = by — 3by et u(by) = by + 2by. Ainsi, si on note F' = Vect{by,bs} alors F est
stable par u.

L’endomorphisme induit up est lapplication up : Vect{by, by} — Vect{by,bs} donné par
up(by) = by — 3by et up(by) = by + 2by et sa matrice dans la base B' = {by,b,} est

[ur]s = (_13 %) :

La restriction u|p est Uapplication linéaire u|p : Vect{by,bs} — Vect{by, by, b3, by} donné
par u|p (by) = by — 3by et u(by) = by + 2by et sa matrice dans les bases B', B est

1
0
[wlrlss = |

N O O

-3

Proposition 14. Soient u et v deuzx endomorphismes de E et F' un sous-espace stable par u et
v et soit A € K. Alors F' est stable par AMu + v et par uwov. De plus, (Au+ v)p = Aup + vp et
(uoV)p = up o Vp.

Démonstration. Soit x € F. Alors (Au+v)(z) = Au(z) +v(z) € F car F' est un sous-esp. vect.
de E. D’autre part, x € F donc v(z) € F et donc u(v(z)) € F. Les deux égalités restantes sont
directes. O
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Proposition 15. On a ker(up) = ker(u) N F. D’autre part im (up) C im (u) N F mais cette
inclusion est stricte en générale.

Démonstration. Soit x € ker(up). Alors x € F et up(x) =0, i.e. u(z) = 0. D'on = € ker(u)NF.
La réciproque est directe.

L’inclusion sur I'image est directe. Montrons, a ’aide d'un exemple, que ce n’est pas une égalité
en général. Soient E un espace vectoriel de dimension 3, B = (by, by, b3) une base de E, F =
Vect{by, b2} et u I'endomorphisme de F tel que u(b;) = u(by) = by et u(bs) = by. On voit
directement que F' est stable par u. De plus, im (ug) = Vect{b;} et im (u) N F = F. O

Corollaire 13. Soit F' un sous-espace vectoriel de E stable par u. Tout vecteur propre et toute
valeur propre de up est vecteur propre et valeur propre de w. En particulier, si u est injectif
alors up est aussi.

Démonstration. Soit Op # x € F', A € K solution de I’équation propre pour ug, up(z) = Az.
Alors O # x € F et u(z) = Az, c. a.d. x est vecteur propre pour la valeur propre A pour u. En
particulier, si ur n’est pas injective 0 est une valeur propre pour ug, donc aussi pour u, donc
u n’est pas injective. O]

5.1.5 Sous espaces stable et forme triangulaire par blocs

Proposition 16. Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension p. Soit B = (by,...,b,,...,by)
une base de E telle que Bp = (b1, ..., b,) soit une base de F'. Alors F' stable par u si et seulment
si [u]g est triangulaire par blocs, i.e. de la forme

[uls = <§ g)

ou A est une matrice p X p. Dans ce cas,
A = [UF]BF

De plus, si G = Vect(byt1,- -+ ,by) est aussi stable par u alors [u]p est diagonale en blocs

[uls = ([UF[}BF [UG’O]BG) :

Démonstration. On suppose d’abord que F' est stable pour u. Soit i < p. La i-ieme colonne
de w est [u(b;)]p. Comme u(b;) € F' = Vect(by,--- ,b,) les seulement les p premiers coefficients
de cette colonne sont non-nuls. De plus, comme wu(b;) = ur(b;) ces premiers coefficients sont
donnés par la i-ieme colonne de [up|s,. Ceci montre la forme triangulaire en bloque. Si G est
aussi stable pour u le méme raisonnement s’applique au n — p derniers coefficients de la j-ieme
colonne si 7 > p. D’ou la forme diagonale en bloque.

0t Bg = (bpsr,+ - ,by).

. A B - ) s
Supposons maintenant que [u]g = ( 0o D) Ceci dit que, pour ¢ < p, dans la i-ieme colonne
[w(b;)]s seulement les p premiers coefficients sont non-nuls. Donc u(b;) € Vect(by,--- ,b,) = F.
Donc u(F) C F. O

Remarque 5.1.6. La forme triangulaire est supérieure, car ce sont les p premiers vecteurs de la
base B qui forment une base pour le sous-espace F', qui est stable pour u. St on prendrait une
base pour E t.q. les p derniers vecteurs forment une base pour F', alors la forme triangulaire
serait inférieure.



Chapitre 6

Polynomes annulateurs

6.1 Généralités sur les polynomes

Un polynéme non-nul est de la forme P(X) = a, X"+ --- + ag avec a,, # 0. Le degré de ce
polynéme, qu’on note deg P, est n, et si a, = 1 alors on dit que P est unitaire. Si F' C K[X]
nous posons F“" = {P € F : P est unitaire}. Un polynoéme P € F“" est de degré minimal si
pour tout autre polynéome Q € F** on a deg P < deg Q.

K[X] est une algebre, c.a.d. un espace vectoriel avec un produit, le produit des polynomes.
On dit qu'un sous-espace I C K[X]| est un idéal si I # {0} et pour tout P € I et @ € K[X] on
a PQ el

Exemple 6.1.1. Soit A € K et [ = {P € K[X]: P(\) = 0}. Alors I est un idéal.

Proposition 17. Soit F' un sous-espace non-trivial de K[X]. Alors F“™* contient un unique
élément P de degré minimal. On appelle cet élément [’élément minimale de F.

Démonstration. Tout sous-espace F' non-trivial de K[X] contient un polynéme unitaire. Donc
Fumit nest pas vide. F“ admet alors un polyndome de degré minimal. En effet, choisissons
Py € F“ Soit ng = deg Py. Si Py n'est pas de degré minimal, alors il existe P, avec n; =
deg P, < ng. Si P; n'est pas de degré minimal, alors il existe P, avec ny = deg P, < ns. On
peut continuer ainsi au plus ng fois, car le degré est un nombre positif. Le dernier polynome
ainsi choisi est alors de degré minimal. Montrons 'unicité de ce polynome.

Soient P,Q € F“"* de degré minimal n. On pose R =P — Q. Si R # 0 il existe 0 # A € K
t.q. AR € F""*_ D’ot1 deg R = deg AR > n. Mais le coefficient devant X™ du polynoéme P — Q
est 0, donc deg R < deg P = n. Ceci étant une contradiction on doit avoir R = 0. [

Proposition 18. Soit I un idéal de K[X]. L’élément minimale de I divise tout autre élément
non-nul de 1.

Démonstration. Soit m € I""* P’élément minimal de I (Prop. 17). Soit 0 # P € I. Alors
degP > degm. Il existe alors des polynomes @, R t.q.

P=mQ@Q+ R, deg(R) < deg(m)

(algorithme d’Euclid). Comme I est un idéal on a m@Q € I, donc R=P—mQ € I.Si R # 0 il
existe A € Kt.q. AR € I*". D’oti deg R = deg AR > degm, une contradiction. Donc R = 0. [

Le plus grand diviseur commun R = pged(P;, P») de deux polynomes P;, P, € K[X] est le
polynéme unitaire de degré maximal, qui satisfait P, = RQq, P, = RQs, pour Q1, Q> € K[X].
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Théoréme 13 (Bézout). Soient Py, Py € K[X] deux polynomes. Alors ils existent deuz polynomes
Q1,02 € K[X] t.q.
PiQ + P,Q2 = pged(P1, ).

Démonstration. Soient Py, P, € K[X]. Soit S : K[X] x K[X] — K[X] I'application donnée par

S(Q1,Q2) = PiQ1 + PQs.

Montrons d’abord que I'image de S, I :=im S est un idéal. En effet, I est un sous-espace, car

S(Q1,Q2) +AS(Q1, Qy) = S(Q1 + AQ, Q2 + \Q3),

et
S(Q1,Q2)P = PIQ1P + P,QyP = S(Q1 P, Q2 P).

Soit m I'élément minimal de 7*"*. Par Prop. 18 m divise S(Q1, Q2) pour tout choix de Q1, Q2
t.q. au moins un des deux n’est pas nul. m divise en particulier P, = §(1,0) et P, = S(0,1) et
donc aussi pged( Py, Ps).

Comme pged(Py, P,) divise Py et P, il divise tout élément non-nul de /. En particulier
pged(Py, Py) divise m. Ceci montre que m = pged(Py, P,). Donc pged(Py, P;) € im S. Donc il
existe Q1, Q2 € K[X] t.q. pged(Pr, ) = §(Q1, Q2). [

6.2 Polynome d’endomorphisme

On rappelle que deux endomorphismes u,v d’'un méme espace vectoriel peuvent étre com-
posés, u o v, on dit aussi que u o v est le produit de u avec v. On note

k—fois

uW=To---ou, k>1, et u’=idg.

Définition 6.2.1. Soit P = az X%+ -+ a; X + ap € K[X] un polynéme. On définit
P(u) = aqu® + - - - ayu + apidp.

P(u) est un endomorphisme de E. On dit qu'un endomorphisme v de E est un polynéme
en u si il existe P € K[X] tel que v = P(u).

Lemme 13. Soient u,v,w des endomorphismes de E et A € K. Alors
uo (v+ Aw)=uov+ Auow. (6.1)
Démonstration. Soit x € E. Alors

uo (v+ Aw)(z) =u((v+ Iw)(z)) = ulv(z) + Mw(z)) = u(v(z)) + Au(w(x)).

Proposition 19. Soient P, Q) € K[X] et A € K. Alors
1. (AP)(u) = AP(u),
2. (P+Q)(u) = P(u) + Q(u),
3. (PQ)(u) = P(u) o Q(u).
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Démonstration. (1) et (2) sont assez clair.
(3) On suppose d’abord que P[X] = X™ et Q(X) = X™. Alors PQ(u) = u"™™ = u" ou™ =

P(u) o Q(u). Soient maintenant P(X) = Z a; X" et Q(X) = ijXj, alors
i=0 =0

PQ(X) = En: zm: a;ib; X",

i=0 j=0

Donc
n

abju’ 0wl = PQ(u).

P(u) o Q(u) = (Z ) . (Z W) @

m
i=0 j=0

]

Une matrice A de taille n x n étant un endomorphisme de K™ on peut aussi évaluer un
polynome en A.

6.3 Polynome annulateur

Définition 6.3.1. Soit v un endomorphisme de E. Un polynome P est appellé annulateur de u
si

P(u) = OEnd(E)~
Ici Ognace) est I'endomorphisme nul sur £, c.a.d. pour tout x € E, Ognag) () = Og.

Exemple 6.3.2. 1. Le polynome nul est annulateur de tout endomorphisme.

2. Siu est un projecteur, i.e. u®> = u, alors X?> — X est annulateur de u.

3. Soit A = (i Z) . Alors le polynome P = X?—(a+d)X +ad—bc = X*>—Tr(A) X +det(A)

est annulateur de A.
Lemme 14. Soit A, Q) deux matrices n x n et P € K[X] un polynome. On suppose que Q) est

inversible. Alors P(Q7'AQ) = Q7' P(A)Q. En particulier, si P est annulateur de A il est aussi
annulateur de Q~LAQ.

Démonstration. On suppose d’abord que P[X] = X*. Alors (Q 'AQ)* = Q1 A*Q. Maintenant
le resultat découle du fait que Q7'(A+ B)Q = Q' AQ + Q' BQ. ]

Théoréme 14 (Théoreme de Cayley-Hamilton). Soit u un endomorphism de l’espace vectoriel
E. On suppose que la dimension de E est finie égale a n. Le polynome caractéristique de u, P,,
est annulateur de u, c.a.d. P,(u) = 0.

Pour la preuve de ce théoréeme nous avons besoin d'un lemme.

Lemme 15. Soitp > 1, a1,--- ,a, € K et
0 O ap
1 0 Ay
Ay = . p- 1
0 0
0 - 1 aq

Alors le polynome caractéristique de Ay, est Pa (X) = (=1)PN + (=1)P" 1 (a7 + -+ +ap).
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Démonstration. On developpe selon la premiere colonne :

- 0 .- ap A 0 - ap 0 0 a,
pooy—| b Th e T e A e

0 Lo=A : 0 o=A : 0 . =X :

0O -+ 1 a—A 0O -+ 1 a—A 0 1 ay— A
Le dernier déterminant est (—1)”a,. D’ou

Pa,(A) = =APa,_,(A) + (1)
= NPy ,(\)+ (-1 (Aap 1+ ap)

et le resultat suit par récurrence. O

Démonstration du Théoréme 14. On va montrer que, pour tout x € E, P,(u)(z) = 0. Soit donc
r € E. Si x = 0 alors c’est trivial ; on suppose donc = # 0. Soit F' = (z), 'espace cyclique

engendré par z. Si p = dim F alors B = {z, u(z),u?*(x),...,uP~*(z)} est une base pour F. u?
est donc combinaison linéaire des u* avec k < p, c.a.d. ils existent Ao, -+, \,_1 € K t.q.
uP(2) = Moz + Mu(z) + -+ A u? (7). (6.2)

On complete B en une base D de E. Comme F' est un sous-espace stable de u la matrice de
u dans la base D est triangulaire par blocs

La i-itme colonne de la matrice [up|s est [u(u’1(z))]s. On trouve

Ao
; . At
[W'(z)|p =eit1, sii <p et [uP(z)lg= :
Aot
Dou
0 0 --- X
- 1 0 - N\
u =
o o 0
0 1 A

matrice qui a exactement la forme de A, dans Lemme 15 avec \; = a,_;. Donc P, (X) =
(=1)P(XP — (Ap1 XP 1+ -+ + Xg)). Eq. 6.2 implique alors que P,,(u) = Opgnqm). De plus,
P, = P,,.Pp. Donc, pour tout z € F,

Pu(u)(x) = Pup(u)(Pp(u)(r)) = Op.

6.3.1 Polynome minimal

Lemme 16. Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel. On suppose que u admet un poly-
nome annulateur non-nul. L’ensemble A, des polynomes annulateur de u est un idéal.
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Démonstration. Soit P,Q € K[X]. Si P(u) = Ogna(r) €t @Q(u) = Opnacr) alors (P + AQ)(u) =
P(u) + AMQ(u) = Ognacry d'olt A, est un sous-espace de K[X]. Si P(u) = Opnap) €t Q est
quelconque PQ(u) = P(u) o Q(u) = Ogna(r), d’'ott A, est un idéal. O

Sous 'hypothese que v admet un polynéme annulateur non-nul A,, contient donc un élément
minimal. Le théoreme de Cayley-Hamilton implique que cette hypothése est satisfaite, si I’'espace
vectoriel est de dimension finie.

Définition 6.3.3. Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel. On suppose que u admet un
polynome annulateur non-nul. Le polynome minimal de u est 1’élément minimal de A,. On le
note m,,.

Le polynome minimal m,, est caractérisé par les propriétées suivantes :

1. m, est unitaire (par définition),

2. my(u) = 0 (par définition),

3. Pour tout polynéme P annulateur de u, on a deg(m,,) < deg(P).
Par Prop. 18, m, divise tout annulateur de w.
Exemple 6.3.4. Le polynome minimal de v = id est m;q(X) = X — 1. Le polynome minimal
d’un projecteur u # idg, Ogpacg) est m,(X) = X* — X.
Théoréme 15. Soit P un annulateur de u. Alors P(\) = 0 pour toute valeur propre \ de u.
Démonstration. Soit A une valeur propre de u avec vecteur propre x # 0g. On écrit P =

Zf:o a; X". Alors
k k
O = P(u)(x) = Zaiui(:c) = Zai)\ix = P(\)x.
i=0 i=0
Comme z # Og ceci implique P(A) = 0. ]

Ce théoreme peut étre utile pour chercher les valeurs propres. En effect, il se peut que
c’est plus facile de trouver un polynome annulateur de u que de déterminer son polynome
caractéristique (qui n’existe que dans le cas de dimension finie). Par exemple, si u est un
projecteur, alors P(X) = X% — X est un annulateur de u. En en déduit que les seules valeurs
propres possible sont 0 et 1.

Théoreme 16. Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie. Les valeurs
propres de u sont exactement les racines de my,.

Ainsi le polyome caractéristique P, et le polynome minimal m, ont exactement les mémes
racines.

Démonstration. Comme P, est annulateur de u, m,, divise P,, c.a.d. il existe un polynome @)
t.q. P, = Qm,,. Soit A une racine de m,,. Alors P,(\) = Q(A)m,(A) = 0. D’ou A est une racine
de P, et donc valeur propre de .

La contraposée suit du dernier théoreme car m, est un annulateur de wu. O

Proposition 20. Soit u un endomorphisme de E. Soit F' un sous-espace vectoriel de E stable
par u et up l’endomorphisme induit.
1. F est stable par tout polynome en u et pour tout Q € K[X], Q(u)r = Q(ur).
2. Le polynome minimal de up, m,,, divise m,,.
Démonstration. 1. F est stable par u donc par ses puissances u* et donc par tout polynome
en u.

2. Pour tout z € F, my(up)(z) = my(u)(z) = 0. Le polynéme minimal de u est donc
annulateur de ug. Le polynome minimal de up divise alors le polynome minimal de w.

O
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6.4 Lemme des noyaux

Proposition 21. Soit u un endomorphisme. Soient P, P, € K[X]| deux polynémes premiers
entre eur (c.a.d. pged(Pr, Py) = 1). Alors

ker( Py Py(u)) = ker(Py(u)) @ ker(Py(u)).

Démonstration. Soient Py, P, € K[X] deux polynémes t.q. pged(P;, P,) = 1. Par le théoreme
de Bézout il existe @1, Q2 € K[X] tels que Q1P + Q2P = 1. On peut donc écrire, pour tout
r el

v =1id(z) = (@11 + Q2P)(u)(z) = (Q1P1(u)(x)) + (Q2P2(u)(x)) (6

) :
On a ker(Py(u)) C ker(Py(u) o Py(u)) = ker((PyPy)(u)) et d'une maniere similaire ker(Pa(u))
ker((PP2)(u)). D’ou ker(Py(u)) + ker(Py(u)) C ker(Py Pa(u)).

Soit x € ker((PyP,)(u)). Posons © = a + b avec a = (Q1P1(u))(z) et b = (Q2P2(u))(x) (voir
(6.3)). On a alors

Pr(u)(b) = Pi(u)(Q2Pa(u))(x)) = PiQaPa(u)(2) = Qa(u)(PLP(u)(z)) = 0

3)
C

et d’'une maniere similaire
Py(u)(a) = Q1(u)(P1 P2 (u)(x)) = 0.

Donc ker((P; P2)(u)) C ker(Py(u))+ker(Py(u)). Donc ker((PP,)(u)) est la somme ker(P;(u))+
ker(Po(u)). Il reste alors a montrer que la somme est directe.
Soit x € ker(P;(u)) Nker(Py(u)). Avec (6.3) on obtient

z = Q1(u)(Pr(u)(2)) + Qa(u)(Py(u)(x)) = Op
d’on ker(Py(u)) + ker(Pa(u)) = ker(Py(u)) @ ker(Py(u)) (la somme est directe). O

Corollaire 14 (Lemme des noyaux). Soit v un endomorphisme. Soient Py, ..., P, € K[X]
premiers entre eux deur a deux. Alors

ker(Py - -+ Py, (u)) = ker(Py(u)) @ - - - @ ker(P,(u)).

Démonstration. On applique le dernier lemme aux polynomes Q1 = P et Q3 = P> --- P,,. On
obtient alors que

ker(Py Py -+ Pp(u)) = ker(Pi(u)) @ ker(Py - - - Py (u)).

Le résultat suit alors par récurrence sur m. O



