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Fondamentaux des mathématiques I

Feuille d'exercices no 2

Récurrence, sommes et produits

Exercice 1. Soit (un)n∈N la suite dé�nie par u0 = 1 et :

∀n ∈ N, un+1 =
1

3
(un + 4n+ 6)

Démontrer que pour tout n ∈ N, un = 2n+
1

3n
.

Exercice 2. Soit (un)n∈N la suite dé�nie par u0 = 1 et :

∀n ∈ N, un+1 =
un√
u2n + 1

Calculer les premiers termes de la suite, émettre une conjecture sur l'expression de un en fonction de n

et démontrer cette conjecture par récurrence.

Exercice 3. Soit la suite (un)n∈N dé�nie par récurrence par u0 = 1 et, pour n ∈ N, par

un+1 = 4un + 9.

1. Montrer qu'il existe λ dans R tel que la suite (vn)n∈N = (un − λ)n∈N soit une suite géometrique.

2. En déduire une expression de la suite (un)n∈N.

Exercice 4. Calculer le terme général des suites dé�nies par récurrences suivantes :

1. u0 = 2 et pour n ∈ N par un+1 = u3n ;

2. v0 = 3 et pour n ∈ N par vn+1 = 2v3n.

Exercice 5. Montrer par récurrence les assertions suivantes :

1. Pour tout n ∈ N, 32n+1 + 2n+2 est un multiple de 7.

2. Pour tout n ∈ N∗, 32n + 26n−5 est un multiple de 11.

Exercice 6. Écrire à l'aide du symbole
∑

les expressions suivantes :

1. 34 + 35 + 36 + ...+ 315 2. 1
2 + 2

4 + 3
8 + 4

16 + ...+ 10
1024

3. x+ x2

2 + x3

3 + ...+ xn

n 4. 2− 4 + 6− 8 + ...+ 50
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Exercice 7. Montrer par récurrence les propriétés suivantes :

1. ∀n ∈ N∗,
n∑

k=1

k =
n(n+ 1)

2
2. ∀n ∈ N∗,

n∑
k=1

k2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

3. ∀n ∈ N∗,
n∑

k=1

k3 =
n2(n+ 1)2

4
4. ∀n ≥ 4, 2n ≤ n! (avec
n! = 1× 2× 3× ...× n pour n ∈ N∗)

Exercice 8. (Formule du binôme de Newton)

1. Pour n ∈ N et p ∈ [[0, n]] = [0, n] ∩ N, on note (avec la convention 0! = 1) :(
n

p

)
=

n!

p! (n− p)!
.

Calculer
(
0
0

)
,
(
n
n

)
et
(
n
0

)
pour n ∈ N.

2. Formule du binôme de Newton.

(a) Montrer que pour tous entiers n et p tels que 0 ≤ p ≤ n :(
n

p

)
=

(
n

n− p

)
.

(b) Triangle de Pascal. Montrer que, pour tous entiers n et p tels que 1 ≤ p ≤ n− 1, on a(
n

p

)
=

(
n− 1

p− 1

)
+

(
n− 1

p

)
.

(c) Montrer la formule du binôme de Newton : pour tout (a, b) ∈ R2 et tout n ∈ N,

(a+ b)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
ak bn−k .

3. Mise en pratique.

(a) Soit n ∈ N∗. Simpli�er les sommes
n∑

k=0

(
n

k

)
et

n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)k.

(b) Montrer que pour tous entiers n et p tels que 1 ≤ p ≤ n :

p

(
n

p

)
= n

(
n− 1

p− 1

)
.

(c) En déduire la somme
n∑

k=1

k

(
n

k

)
pour n ∈ N∗.

Exercice 9. (Factorisation de an − bn)
Montrer que, pour tout (a, b) ∈ R2 et tout n ∈ N∗,

an − bn = (a− b)×
n−1∑
k=0

ak bn−1−k .
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Exercice 10. Soit x ∈ R et n ∈ N∗.

1. Calculer Sn(x) =
n∑

k=0

(
n

k

)
xk.

2. En déduire la valeur de Tn(x) =
n∑

k=1

k

(
n

k

)
xk.

3. Retrouver la valeur de
n∑

k=1

k

(
n

k

)
pour n ∈ N∗.

Exercice 11. Calculer les sommes suivantes. On pourra admettre les résultats de l'exercice 4.

1.
11∑
k=5

k 2.
10∑
i=2

(3 + 5i) 3.
11∑
k=5

2k+1

3k−1
4.

10∑
i=2

48

2i

5.
n∑

k=1

(2k + 1) 6.
n∑

k=1

(−1)k 7. Pour n ≥ 3,
n∑

k=3

5 8.
n∑

k=1

(3k2 + 2k + 1)

9.
n∑

k=1

k(2k2 − 1) 10.
n∑

k=1

52k 11.
n∑

k=1

(2k + k2 + 1) 12.
n∑

k=1

3k

4k+1

Exercice 12. Calculer les produits suivants :

1.
n∏

k=0

3 2.
n∏

k=1

(2k) 3.
n∏

k=0

(2k + 1)

4.
n∏

k=0

qk 5.
n∏

k=0

q2
k

Exercice 13. (Sommes et produits télescopiques)

1. (a) Déterminer deux réels a et b tels que pour tout k ∈ N,
1

k(k + 1)
=
a

k
+

b

k + 1
.

(b) Simpli�er, pour tout n ∈ N∗, la somme
n∑

k=1

1

k(k + 1)
.

(c) En déduire la limite de la suite
( n∑

k=1

1

k(k + 1)

)
n∈N∗

lorsque n→ +∞.

2. Calculer
n∑

k=1

ln
(
1 +

1

k

)
.

3. Calculer
n∏

k=2

(
1− 1

k2

)
.

4. Calculer
∑n

k=0 k × k!.

Exercice 14. Pour tout n ∈ N∗ et x ∈ R, on dé�nit

Pn(x) =

n∏
k=1

(1 +
x

k
).

1. Pour n ∈ N∗, que valent Pn(0), Pn(1), Pn(−n) ?

2. Montrer que pour tout x ∈ R∗, on a

Pn(x) =
x+ n

x
Pn(x− 1).

3. Pour tout k ∈ N∗, écrire Pn(k) comme un coe�cient binomial.
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Exercice 15. (Sommes doubles)

Calculer les sommes suivantes :

1.
n∑

i=1

( n∑
j=i

1

j

)
2.

∑
1≤i,j≤n

ij 3.
∑

1≤i≤j≤n
ij
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