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Exercice 1 : Pour une relation R sur un ensemble X, soit R la relation définie par xRy ssi (zRy ou yRx).
1. Soit R la relation sur R donnée par : xRy s'il y an € N avec y = = + n.
(a) Déterminer si R est une relation d’ordre, d’ordre strict, ou d’équivalence.
(b) Montrer que xRy ss’il y a z € Z avec y = x + z. En déduire que R est une relation d’équivalence.
2. Soit maintenant R une relation d’ordre sur un ensemble X.

(a) On suppose que pour tout 7,y € X, s’il y a z € X avec (zRz et yRz) ou (2Rz et zRy) alors zRy.
Montrer que R est transitive. En déduire que R est une relation d’équivalence.

(b) Trouver un exemple d’un ordre R sur un ensemble X pour lequel R n’est pas une relation d’équi-
valence. [On remarquera que 'ordre ne peut étre total.|

Solution :

1. (a) Ona0 € Netx+0 ==z dod zRx pour tout x, et R est reflexive. Si zRy et yRz, alors il y a
n € Navecy =x+n,et m € Navecx = y+m. Mais alorsn =y —x = —m € N, ce qui implique
n=m =0et x =y. Ainsi R est antisymétrique. Enfin, si zRy et yRz soient m,n € N avec
y=xz+metz=y+n. Alors z=x+ (m+mn) avec m+n € N, et xRz. Ainsi R est transitive,
et on a bien une relation d’ordre (faible).

(b) OnazRysilyan € Ntelquey=x+nouz =y +n,doncssiilyaz € Zavecy =z + 2.
Puisque xRx pour tout z, on a aussi rRx pour tout x et R est reflexive. On note que R est
symetnque par définition. Enfin, si xRy et yRz, soient m,n € Z avec y = x +m et z = y + n.
Alors z = .+ (m +n) avec m +n € Z, et xRz. Ainsi R est transitive, et R est une relation
d’équivalence.

2. (a) On a xRz pour tout x, d’'oix Rz pour tout x et R est reflexive. De plus, R est symétrique par
définition. Soient donc xRy et yRz. Si tRyRz ou zRyRx, alors xRz ou zRx, d’ott xRz. Sinon,
on a (zRy et zRy) ou (zRz et zRy). Alors par hypothése zRz. Dans tous les cas xRz, et R est
transitive : on a bien une relation d’équivalence.

(b) On pose X = {a,b,c} avec aRa, bRb, cRc, aRb et cRb. C’est un ordre partiel ol a et ¢ sont pus
petits que b, mais incomparables entre eux. Alors tous les éléments sont liés par R sauf a et c.
Puisque aRbRc, on a que R n’est pas transitive : ce n’est pas une relation d’équivalence.

Exercice 2 : Soient (up)nen la suite réelle donnée par ug = 2 et up41 = up (1 + In uin)
1. (Question de cours) Montrer que 1+ Inz < z pour = > 0.

Montrer que 0 < 2 < % < 1 pour tout n.

En déduire que u,, converge.

Trouver le point fixe de f(z) = z (14 1n £), c’est-a-dire zg € R avec f(z0) = 0.

En déduire la valeur de lim,, oo Up,.

(Bonus)

S A

<(In ﬁ)z En déduire que lim;,, oo Inu, = 1. [On a In2 > 0,69,

Solution :
1. On pose f(z) = z—1—Inz. Alors f est défini et dérivable sur ]0, oo, avec f/(z) = 1—1. Ainsi f/(z) < 0
pour 0 <z < 1let f(x) > 0 pour z > 1. Donc f a son minimum pour z = 1, avec f(1) =1—1-0=0.
Il en découle que f(z) >0et 1+ Inxz <z pour z > 0.



2. Par récurrence sur n. Initialisation : Ona 0 <2 <e, d’ou 0 < % =<1
Hypothése : Supposons 0 < u,/e < 1 pour un certain n € N.
Héreédité : D’apreés la partie 1. ona 1 +1n & < e/uy, d’ou :

un+1_un(1+lni)<@i_1
e e ~ e up '

De plus, 0 < uy/e < 1 implique In(e/u,) > 0, et upt1/e = u, (1 + In(e/uy)) > uy/e.
L’énonce est donc démontré.

3. On a une suite croissante et majoré par e ; elle est convergente d’aprés le théoréme de la suite monotone.
4. Siwg = f(zo) =20 (1 +1n ), alors In = =0 et z9 = e. C'est 'unique point fixe.

5. On a £ = limy 00 Up, = limy, 00 Upt1 = limy o0 f(un) = f(limy, o0 upn) = f(£) puisque f est continue
sur ]0, 00[. Donc £ = e et (uy)y, converge vers e
—In(e/un)

6. D’aprés 1. on a In(1 + z) < z pour > —1. Alors, en posant:c:m>—l, on a :
1 14In-%)—In*
ln € :ln ¢ e =1n£+ln78—1 7—’-11’1( un) e Un
Unt1 up (14 1n an) Uy, 1+In& U, 1+1In =
1+1In-% In -& In -&
zlni+ln( L “"e>:1ni+ln(1—7“”6>
n 1+lna 1+lnm Un, 1+lna

In-& 1 In-&
Slnﬁ_iune:(hli) (1_7>:<1n£)#
Un 1—|—lnm Un, 1+lnﬁ Un 1—|—lnﬁ
2 1 2
IR N
U 1+lnﬁ Unp

Ainsi 0 < In & < (In5)*" = (1 — Inwg)? 2" <0,31%", ce qui converge vers 0. Donc Inu, converge vers
1, et u,, converge vers e.

Exercice 3 : Etudier la fonction
z+1

— 1 .
X n T

(Donner son domaine maximal, sa parité ou périodicité éventuelle, étudier sa continuité et dérivabilité, ses
limites & £o00 et aux bornes de son domaine, ses asymptotes affines éventuelles, son tableau des variations,
et dresser son graphe.)

Solution : Pour que la racine carrée soit définie est strictement positive, il faut x+1 > 0, donc numérateur

et dénominateur de méme signe. Ainsi x €] — 0o, 1[U]1, 00[= D, ce qui est le domame maximal de f. On a

[—x+1 In fx—1 o /x—i—l
—:n—l_ r+1 r—1

la fonction f est donc impaire. Pour la fonction dérivée, on calcule :

L1 1 (@-1)—(z+1) —1 _ -1
f(:v)—\/a2 a1 (@1 Tt )(z-1) 22-1

La fonction f est ainsi dérivable, donc continue, sur D. On note que f’ < 0 sur D. Ceci implique que f est
strictement croissante, et ne peut pas étre périodique. On a :

lim f(z)=Inl1=0,

r—F00
puisque limg 540 ;—ﬂ = 1. De plus, lim,_, ;- ;—ﬂ = 0, ce qui implique lim, , ;- f(z) = —oo. Enfin,
lim,_,q+ Jf% = 00, ce qui donne lim,_,;+ f(x) = co. Ainsi on a des asymptotes verticales x = —1 et x = +1

en *1, et des asymptotes horizontales ¥y = 0 en +o0o. Ce qui donne la table de variations suivante :

x ‘ —00 -1 1 00
f! - -
fl 0 Ny —o0 | oo Ny O



AD

25 0 25

n

Exercice 4 :
1. (Question de cours) Enoncer la propriété d’Archiméde pour R.
2. Montrer la propriété d’Archiméde pour R est équivalent au principe suivant :

— Pour tout z € R, si |z| < % pour tout n € N*, alors z = 0.

Solution :

1. La propriété d’Archimeéde pour R est le suivant :

— Pour tout z > 0et y e Rily an € N avec nz > y.

2. Supposons la propriété d’Archimeéde pour R, et soit x € R avec |z| < % pour tout n € N*. Supposons
pour une contradiction que x # 0. Alors |z| > 0, et par la propriété d’Archimeéde il y a n € N avec
n|z| > 1. Donc |z| > L, une contradiction.

Réciproquement, supposons que pour tout x € R, si |z| < % pour tout n € N* alors z = 0. Soit z > 0
et y € R. Alors —%= > 0, ce qui par contraposée implique qu'il y a n € N* tel que ’Iylﬁ‘ > % Alors

lyl+1
nx =nlx| > |y|+1>y. Ainsi R a la propriété d’Archimeéde.

Exercice 5 : Soit f: X — Y une application.
1. Montrer pour tout A, B C X on a f[ANB] C f[A]N f[B].
2. Montrer que si f est injective, alors on a égalité.
3. Montrer que si f n’est pas injective, il y a A, B C X tel que f[AN B] # f[A] N f[B].

Solution :

1. Soit y € f[ANB]. 1y adonc x € AN B avec f(x) = y. Alors x € A et z € B, ce qui implique que
y = f(z) € fl[A] et y = f(z) € f[B]. Ainsi y € f[A] N f[B], ce qui montre I'inclusion.

2. Soit f injective, et considérons y € f[A] N f[B]. Alors y € f[A] etily ax € A avec f(x) = y, et
y € f[B]etily ax’ € B avec f(z') = y. En particulier f(z) = f(2); par injectivité on a z = z’. Donc
r€ ANB,ety= f(z) € f[AN B].

3. Si f n’est pas injective, il y a 2 # 2/ dans X avec f(x) = f(2') = y. On pose A = {x} et B = {2'}.
Alors f[A] = {y} = f[B] et f[A]N f[B] = {y}. Mais ANB =10, et f[ANB] = f[0] =0 # {y}.



