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Exercice 1. Polynémes. Soit P un polyndéme a coefficients réels.
1. Exprimer le degré de P’ en fonction du degré de P.
2. On suppose que P = (P')2. Déterminer P.

Solution.
1. Si deg P > 0, alors deg P’ = deg P — 1. Si deg P < 0, alors deg P = —o0.
2. 11 y a une solution évidente P = P’ = 0. Sinon, deg P’ > 0 et deg P = deg(P')?> = 2deg P’ =
2(deg P — 1), d’ot deg P = 2. On pose P(X) = aX? +bX + c. Alors P'(X) =2aX + b et
aX? 40X +c= (20X + b)? = 4a*>X? + 4abX + V°.

Ainsi 4a® = a, b = 4ab et ¢ = b*. Ceci donne a = 1/4, b quelconque et ¢ = b%. Les solutions sont
donc P=0ou P = X?/4+bX +b? avec b € R.

Exercice 2. Arithmétique.
1. On cherche a trouver le chiffre ¢ des unités dans Iécriture en base 10 de 7).
(a) Trouver un petit entier n > 0 tel que 7" =1 mod 10.
(b) Déterminer le reste de la division euclidienne de 9! par n.
(¢) Conclure et donner la valeur de £.
2. (a)
)

b

Calculer pged(323,133) et trouver des coeflicients de Bézout associés aux entiers 323 et 133.

Montrer que ’ensemble des x dans Z tels que
r =4 mod 323 et x =23 mod 133

est égal &
{4419y : y€Z vérifie y=0 mod 17 et y=1 mod 7}.

(¢) Donner toutes les solutions du systéme de congruences

=4 mod 323 et z =23 mod 133.

Solution.
1.(a) Ona 7 =49= —1 mod 10 et donc 7* = (—=1)2 =1 mod 10. Ainsi on peut prendre n = 4.
(b) 9 =11 =1 mod 4, donc 9! =4k + 1 avec k € Z.
(c) On a 70" = 74k+1 — (7H% .7 = 1%k .7 =7 mod 10. Ainsi £ = 7.
2. (a)
323 =133 -2+ 57
133 =57-2+19
57=19-340
Ainsi pged(323,133) = 19, et

19=133-57-2=133 (323 -133-2)-2=133-5—323- 2.

Des coéfficients de Bézout pour (323, 133) sont ainsi (—2,5).



(b) Soit x =4+ 19y avec y =7 mod 17 et y =3 mod 7, avec 0 <i<17et 0 < j < 7. Alorsily
ak k' €eZavecy =17k +i="TK +j, et

@ = 19y+4 = 19-(17k+i)+4 = 323k+19i+4 et z = 19y+4 = 19 (7Tk'-+j)+4 = 133k'+19;j+4.

Ainsiz =197+4=4 mod 323 et x = 19j+1 =23 mod 133 si et seulement sii =0et j = 1.

(¢) y = 0 mod 17 donne y = 17k pour un k € Z. Alors 1 = y = 17k = 3k mod 7 a une
solution évidente k = —2. Donc yo = 17 - (—2) = —34 est une solution particuliére. Or,
17 et 7 sont premiers entre eux, et y est une autre solution si et seulement si y — yo est
divisible par 17 et par 7, soit par ppem(17,7) = 17 -7 = 119. Donc y € —34 + 119Z, soit
x=4419y € 4+ 19(—34 4+ 119Z) = —642 + 2261Z.

Exercice 3. Les complexes.
1. Donner une racine carrée de 15 — 8i sous forme algébrique. [Indication : le carré de 17 vaut 289.]
2. Résoudre dans C l'équation 22 — (2 — 3i)z — (5 + i) = 0.

Solution.

1. Soit 6 = a+ib avec 15 —8i = 62 = (a+1ib)? = a? — b? + 2abi. Enragerdant partie réelle, imaginaire
et module, on trouve :

a? —b? =15, 2ab = —8, et a?+b% = /152 + (—8)2 = /225 + 64 = /289 = 17.

Ainsi 202 = 32 et a = +4, dott b = —8/2a = Fl et § = £(4 —i).
2. On ale discriminant A = (—2+3i)2—4 (=5—i) = 4—9+20—12i+4i = 15—8i. Or, (£(4—i))2 = A
d’aprés 1. Les deux solutions sont
(2 —3i) — (4 —1)

(2731);(472):3—21' et = 5 — 11—

zZ1 =

Exercice 4. Suites. On définit par récurrence les suites (u,)nen €t (Vn)nen par

2 2
U :
u =1, v9=2, et Upy1 = n— Upy1 = L pour tout n € N.
Un + Up Un + Up

1. Montrer par récurrence que ’on a u,, > 0 et v, > 0 pour tout n € N.

2. Montrer que les suites (uy)nen €t (vn)nen sont décroissantes.

3. En déduire que les suites (uy, )nen et (vp)nen convergent vers les réels que 1’on notera ¢ pour (uy,)
et ¢/ pour (vy,).

4. Montrer que si ¢ # 0 alors ¢ = 0. En déduire que ¢/’ = 0.

5. Montrer que la suite (v, — un)nen est constante et en déduire ¢ et £'.

Solution.
1. Initialisation : On a ug = 1 > 0 et v9g = 2 > 0. Hypothése : Suppososns Uy > 0 et ’Un > 0.
Hérédité : Alors u,, + v, > 0, ufl >0 et v?L > 0, d’olt upy1 = >0et vy = —2— > 0.

. Unp +u Um +v7,
L’énoncé est donc vrai pour tout n € N.

2 2 2 2
j— n u’n J— J— ,UTL vn j— o) 1
2. On a upy1 = ot < = Un et vp41 = wton o = Un pour tout n € N. Les deux suites

sont donc décroissantes.
3. Les deux suites sont décroissantes et minorées par 0, donc convergentes. On note que £, ¢ > 0.

4. Supposons ¢ > 0. Alors

2 €l2

Un

V= lim v, = hm v = lim :
n—o0o n ntl = n—00 Uy, —+ Un E —+ v ’

puisque £ + ¢/ > 0 ceci donne ¢/ = ¢/ L+ = 0%+ 00, et 00" = 0. Alors £ > 0 implique ¢/ = 0.
Ainsi, dans tous les cas, £¢' = 0.



5. On a pour tout n € N :

— ui U'r21 _ u% - U?L _ (un — vn)(Un + vn) _
Unp+1 — Unt1 = - - - = Unp — Un.
Up + Up Uy + Up Uy + Up Up + Up
Ainsi (u, — v,)n est constante, de valeur u,, — v, = up —vg = 1—2 = —1. Donc £ — ¢/ =

limy, oo (U, — vp) = —1; comme ' =0 et £,¢/ >0onal=0et ¢ =1.

Exercice 5. Etude de fonctions. On cherche a étudier la fonction
f(z) = In(cos® z).

1. Justifier que f(z) est bien définie dés que x & § + 7Z.
On note Dy = R\ (§ + 7Z) le domaine de f.

Déterminer la parité de f. Montrer que f est m-périodique.

Calculer la fonction dérivée de f sur Dy. Déterminer le signe de f’ sur [0; 7).
Calculer la limite de f a gauche de 5 et sa valeur en 0.

Donner la table de variations de f sur [0; 7].

A

Tracer le graphe de f, en indiquant ses asymptotes.

Solution.

1. Pour z € Dy on a cosx # 0, donc cos? z > 0 et In(cos®z) est bien défini.

2. cos est paire, donc f aussi. cos? est m-périodique, donc f aussi.
3. fl(z) = W = —2tanz. Pour z €]0, Z[ on a tanz > 0, donc f'(z) < 0. Et f/(0) = 0.
4. Ona f(0)=Inl=0,et limz%% f(z) =lim, 0+ Iny = —o0, en posant y = cos? z.
5. On a

z |0 b

f -

10 N\ —o0
6. On a
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