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Exercice 1 —

1. Appliquons l’algorithme de Gauss-Jordan à la matrice augmentée
(
A I3

)
=

 1 2 3 1 0 0
1 3 3 0 1 0
1 3 4 0 0 1

.

 1 2 3 1 0 0
1 3 3 0 1 0
1 3 4 0 0 1

 −→
 1 2 3 1 0 0

0 1 0 −1 1 0
0 1 1 −1 0 1

→
 1 2 3 1 0 0

0 1 0 −1 1 0
0 0 1 0 −1 1

→
 1 0 0 3 1 −3

0 1 0 −1 1 0
0 0 1 0 −1 1

 .

Les opérations élémentaires effectuées sont, successivement,

L2 ← L2 − L1, L3 ← L3 − L1, L3 ← L3 − L2, L1 ← L1 − 2L2, L1 ← L1 − 3L3.

La matrice augmentée obtenue est
(
I3 A′

)
, donc la matrice A est inversible, d’inverse

A−1 = A′ =

 3 1 −3
−1 1 0
0 −1 1

 .

2. En observant que la matrice B n’est autre que A−1, il vient immédiatement

AB = AA−1 = I3.

3. Pour tout vecteur X ∈ R3,

AX = 0⇐⇒ A−1(AX) = A−10⇐⇒ (A−1A)X = 0⇐⇒ InX = 0⇐⇒ X = 0.

L’équation AX = 0 admet donc le vecteur nul pour unique solution.

Exercice 2 —

1. Appliquons l’algorithme de Gauss-Jordan à chacune des deux matrices considérées : 2 4 1
1 2 0
−1 −2 3

 −→
 1 2 0

2 4 1
−1 −2 3

 −→
1 2 0

0 0 1
0 0 3

 −→
1 2 0

0 0 1
0 0 0


(les opérations élémentaires effectuées sont, successivement,

L1 ↔ L2, L2 ← L2 − 2L1, L3 ← L3 + L1, L3 ← L3 − 3L2)
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et 0 0 2
2 4 0
1 2 1

 −→
1 2 1

2 4 0
0 0 2

 −→
1 2 1

0 0 −1
0 0 2

 −→
1 2 1

0 0 −1
0 0 0

 −→
1 2 0

0 0 1
0 0 0


(les opérations élémentaires effectuées sont, successivement,

L1 ↔ L3, L2 ← L2 − 2L1, L3 ← L3 + 2L2, L2 ← −L2).

Les deux matrices échelonnées réduites obtenues étant les mêmes, les deux matrices initiales
sont équivalentes par les lignes.

2. On passe de la matrice

 2 4 1
1 2 0
−1 −2 3

 à la matrice

0 0 2
2 4 0
1 2 1

 en utilisant successivement les

opérations élémentaires transformant la première matrice en

1 2 0
0 0 1
0 0 0

, puis les opérations

élémentaires transformant cette dernière en la seconde matrice. Il s’agit donc des opérations
élémentaires suivantes :

L1 ↔ L2, L2 ← L2−2L1, L3 ← L3+L1, L3 ← L3−3L2, L2 ← −L2, L3 ← L3−2L2, L2 ← L2+2L1, L1 ↔ L3.

Exercice 3 —

1. Appliquons l’algorithme de Gauss-Jordan à la matrice augmentée

(
2 −3 1 0
3 4 0 1

)
.

Il vient :(
2 −3 1 0
3 −4 0 1

)
→
(

2 −3 1 0
1 −1 −1 1

)
→
(

1 −1 −1 1
2 −3 1 0

)
→
(

1 −1 −1 1
0 −1 3 −2

)
→
(

1 0 −4 3
0 1 −3 2

)

La matrice A =

(
2 −3
3 −4

)
est donc inversible, d’inverse A−1 =

(
−4 3
−3 2

)
.

2. Posons X =

(
x1
x2

)
et B =

(
b1
b2

)
. Le système linéaire considéré s’écrit AX = B sous forme

matricielle. La matrice A étant inversible, cette équation est équivalente à

X = A−1B =

(
−4b1 + 3b2
−3b1 + 2b2

)
,

donc le système linéaire considéré admet pour unique solution le vecteur(
−4b1 + 3b2
−3b1 + 2b2

)
.

Exercice 4 — Pour toute matrice A ∈ Mn,n(R),

(In + A)(In −A + A2) = (In −A + A2) + (A−A2 + A3) = In + A3.

Si A3 = 0, alors
(In + A)(In −A + A2) = In

et la matrice In + A est donc inversible, d’inverse

In −A + A2.
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