Université Claude Bernard - Lyon 1 Semestre d’automne 2021-2022
Algebre III

Feuille d’exercices n° 2

DETERMINANTS

1 Permutations

Exercice 1. 1. Donner les six éléments de S3. Faire une table pour la loi de groupe de Ss.

2. On notera 1, 2 et 3 les sommets d’'un triangle équilatéral. Comment les éléments de Ss transforment ce

triangle 7 Distinguer le cas des transpositions des autres.

3. Quels sont les permutations de S3 qui ont signe +17

2 1 3

5. Montrer que les permutations de S3 ne commutent pas toujours.

4. Quel est 'inverse de < 123 >?

4 6 3 7 5 21

2. Soit o une permutation qui satisfait 02 = id. Quelle est sa signature ?

Exercice 2. 1. Déterminer la signature de o := ( L2345 67 >

Exercice 3. Soient 71, o et w3 trois permutations de Sg données dans la notation en deux lignes par les expressions

suivantes :
(1 23 45 6 7 8
M=\3 478 2615
(123456 78
=\2 5 6 3 14 7 8
/1 23456 7 8
™=\3 78 26 5 1 4

1. Calculer les produits 71 o 7o, 7 0 7 et w3 0 o 0 7Ty,
2. Calculer les inverses de 71, my et m3.
3. Représenter les permutations comme produit de transpositions.

4. Calculer leurs signatures.

Exercice 4. Soient o = (ij) est 7 = (kl) deux transpositions de Sy, i # j, k # l. Sous quelle condition a 14, j, k,

est-ce quUonacoT =7007?



2 Déterminant

Exercice 5. Calculer les déterminants des matrices suivantes :

L 00 L 23 2 3 50 0
A=10 1+i o |, B=|0o 4 5|, C= , D=
0 0 1—4 0 0 6 41 0 06 =2
0 0 4 -1
1 0 0 O 7 3 0 -1
: : 2 1 00 1411 3
Exercice 6. Soient A = 3 11 0 et B = - 0 2 -2
0 2 0 1 28 -2 -2 35

Calculer AB puis det B.

Exercice 7. Vrai ol faux? Soit M une matrice 2n x 2n qui contient des blocks de matrices n x n A, B, C, D,

w2 2)

Alors det(M) = det(A) det(D) — det(B) det(C).

a —-b —c —d

Exercice 8. Soient (a,b,c,d) € R, et M = b oa —d ¢
c d a —b
d —c b a

Calculer *M M. En déduire la valeur du déterminant de M.

Exercice 9. Soient k et a deux réels. Calculer les déterminants des matrices réelles suivantes :

1 2 3 01 2
A:<12>,B:<23>,C:111,D:783,

36 5 9 3 2 1 6 5 4

1 1 1 1 k 1 cosa 1 —sina
E=(1 k -1), F=|1 k+1 k+2 ], G= 0 2 0

1 k2 1 1 k+2 2k+4 sina 0 cosa

Exercice 10. Montrer que les matrices suivantes ont un déterminant nul :

0o s N 111

A=|01 20|, B=(1 1 1], C=
00 —4 10 —4 2 203 405
0 -2 4 -1

Exercice 11. A l'aide du pivot de Gauss, calculer les déterminants des matrices suivantes :

1 1 1 1

7T -1 3 5 1 2 3 1 1 2 9 9

|1 3 5 7 12 3 1 3 11 2 3 3
A= 4 1 4 6 |’ B= 31 2 5|’ C= .
3 -2 -1 -1 2 2 2 3 :

1 2 3 n



Exercice 12. Soient (a,b,c,d) € R* et n € N*. Calculer les déterminants des matrices suivantes :

a a a a 1 1 1 1
a b b b 1 i -1 —
4= a ¢ ¢ c|’ = 1 -1 1 =1}
a d d d 1 - =1 3
1 n ... n
b a a a 2 n n
p—|@ b a a  E-
a a b a
a a a b on
n n o n
a b ¢
Exercice 13. Soit a,b,c,d,e, f e Ravecadf #0et A= [0 d e
0 0 f
1. Déterminer la comatrice de A.
2. En utilisant la formule de Cramers, calculer 'inverse de A.
a 1 1
Exercice 14. Soit a € Ret A, = : h R € M, (R). On note D,, = det A,.
a - a

1. Calculer Dy et Ds.
2. Calculer D, en fonction de n (on pourra proceder de fagon directe ou par récurrence).

3. Calculer le rang de la matrice A,, en fonction de a.

Exercice 15. Soit A € M,,(R) une matrice antisymétrique, i.e ‘A = —A.

Montrer que si A est inversible, alors n est nécessairement pair.

Exercice 16. On désigne par K le corps R ou C. Soient A et B dans M,,(K) telles que AB =0, A#0et B #0.
Montrer que det(A) = det(B) = 0.

Exercice 17. On note GL,,(Z) = {M € M,,(Z) | M inversible et M~! € M, (Z)}. Soit M € M,,(Z). Montrer que
M € GL,(Z) si et seulement si det M = £1.



