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Exercice 1 :
1. Donner toutes les solutions dans Z du systéme de congruences x =7 mod 27 et z =4 mod 48.
2. Démontrer que si £k > 2 et ny,...,n; € N sont deux-a-deux premiers entre eux, alors pour tout
ai,...,ap € Nily ax € Navec x = a; mod n; pour ¢ € {1,...,k}.
Solution.
1. On calcule le pged(27,48) avec 'algorithme d’Euklide :

48 = 27421
271=21+6

21=3-6+3
6=2-34+0.

Ainsi pged(27,48) = 3 (ce qu’on aurait pu voir avec les factorisations 27 = 3 -9 et 48 = 3 - 16, avec
9 = 32 et 16 = 2* premiers entre eux). Alors

3=21-3-6=21—-3-(27—21)=4-21—-3-27=4-(48—-27)—3-27=4-48—7-27.

Or, 3| 7—4 =3, ce qui signifie qu’il y a des solutions. En divisant par 3, on obtient 1 =4-16 —7-9.
Une solution particuliére est alors donnée par

xo=7-4-16—-4-7-9=28-7=196.

On a ppem(27,48) = 3-9- 16 = 432. L’ensemble des solutions est ainsi x € 196 + 4327Z.

2. Par récurrence sur k. Pour k = 2 c’est un théoréme du cours : D’aprés Bézout il y a des entiers relatifs
s,t avec pged(ni, ne) = 1 = sny + tng. Alors x = agsni + ajtngy satisfait

x = az(sny +tng) + (a1 — ag)tng = az -1 =az mod ng

x = (ag —a1)sny +ai(sny +tng) =a1 -1 =a; mod nj.

Si jamais x < 0 on remplace x par y = x + ning|z| > 0; on a alors y = z modulo n; et modulo ns.
On suppose donc I’énoncé vrai pour k, et on considére un systéme de longueur k+1. D’aprés 'hypothése
de récurrence il y a b € N avec b = a; mod n; pour i € {1,...,k}. On pose n = nj---ng. Alors n et
nj41 sont premiers entre eux, puisque tout facteur premier de ngq divise aucun des n; pour 0 < i < k.
D’apréslescas k=2ilyaxz € Ntel que x =b mod n et x = apy; mod ngyi. Mais alors x = b= q;
mod n; pour i € {1,...,k}.

D’aprés le principe de récurrence, I’énoncé est donc vrai pour tout entier k > 2.

Exercice 2 : Montrer que I’équation 2" + 1 = m? d’inconnues m,n € N n’a pas de solution.

Solution. On a m3 > 2%+ 1 =2, d’ott m > 1. L’équation donne 2" = m? —1 = (m — 1) (m? +m +1). Ainsi
m? +m + 1 est une puissance de 2. Mais m? +m = m(m + 1) est pair, et m? +m+ 1> 1 est impair, une
contradiction.

Exercice 3 : Soit f € C(]a,b[,R). On suppose que lim,_, f(z) et lim,_; f(x) existent dans R et sont égales.
Montrer que f n’est pas injective.
Solution. Soit lim, 4 f(2) = lim,_; f(2) = £ € R. Si f est constante, f n’est pas injective. Sinon, il y a

¢ €la,b| avec f(c) # ¢. Puisque 'image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle, f(]a,c])
et f([c,b[)tous les deux contiennent 'intervalle non-vide |4, f(c)] (si £ < f(c)) ou [f(c), ] (si f(c) < £). Soit



d # f(c) dans cet intervalle. Alors il y a x €]a,c| et y €]c, b avec f(x) =d et f(y) =d. Ainsi z < c < y et
f(z) =d = f(y). Donc f n’est pas injective.

Exercice 4 : Soit f € C(Ry,R) dérivable sur R* , nulle en 0 et de dérivée croissante sur R* . Montrer que
f(x)
T

Solution. Soit 0 < x <y. D’aprésle TAF ilya0<a <z et x < b <y avec

T z—0 Yy—

la fonction = — est croissante sur RY .

Ainsi
(y—x) fx) =yflx) —af(z) <z (f(y) - f(@) =2f(y) —xf(2),
ce qui donne yf(z) < xf(y), autrement dit f(x)/x < f(y)/y). Donc f(z)/x est croissante.
Alternative. Puisque f’ est croissante, f est convexe. Soit 0 < x < y. D’aprés le lemme des trois pentes
appliqué a 0, x et y on a

fa _ f@) — ) _ fly _ _
Y

T z—0

(La derniére inégalité n’est méme pas utilisée.)

Exercice 5 : On rappelle la formule de Taylor-Lagrange :
Si f € C"([a,z],R) est n + 1 fois dérivable sur |a, z[, alors il y a ¢ €]a, x| avec
n f(k)(a) . f(nJrl)(c)

f(:c):kzzo o (@ —a) +m(l«_a)n+1.

Quand z < a on a la méme formule, mais avec les intervalles [z, a] et |z,a & la place de [a, z] et |a, x].
Pour cette question, on traitera les deux cas a) f(z) =e” et b) f(z) = cos(x).

1. Donner une borne (qui peut dépendre de x) pour sup{|f™ (c)| : —|z| < ¢ < |z|} indépendant de n.

(k)
2. On pose u, = f(z) — > p_p ! kkl(o)a:k. Montrer que lim,,_ o0 t, = 0.
3. En déduire que

o0 .fL'k 0 L ZL'Qk
xr __ —
et = Z o et cos(z) = Z(—l) oh
k=0 k=0
Solution.
1. Dans le cas a) on a f")(x) = €, ce qui est croissant. Ainsi sup{|f™(c)| : —|z| < ¢ < |z|} = €l*l. Dans

le cas b) on a f("(x) € {£sin(x), & cos(z)}. Ainsi sup{|f™(¢)| : —|z| < ¢ < |z|} < 1.

2. D’aprés la formule de Taylor-Lagrange avec a = 0, on a

_ ~ fW0) 4 S
“"_f(m)_kgo Ko (n+1)!””+1

pour un ¢ entre 0 et x. Ainsi dans le cas a) pour tout =z € R,

lun| < el®lz["1/(n+1)! =0 quand n — oo,
et dans le cas b) pour tout x € R,
lup| < 1-]z|"™/(n+1)! -0 quand n — oo.

3. Dans le cas a) on a f#)(0) = e” = 1 pour tout k € N. Alors
o0 k n

x . 1 . .
— = lim E —2F = lim (% — u,) = €* — lim u, = €.
k! n—00 n—00

Dans le cas b) on a f??)(z) = (=1)"cos(x) et fC"TD(z) = —(=1)"sin(z). Ainsi fF*F)(0) = (=1)* et
FER+1(0) = 0. Alors

(2k)! n—oo (2k)! = nli_>nca>o(cos(x) — up) = cos(z) — nh_>Hgo Uy, = cos(z).



