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Questions de cours 1 (6 pts.). Soit v un endomorphism de I'espace vectoriel E sur K = R. La dimension de E

soit finie.

1. On suppose que FE admet une base B = {by,---, b, } de vecteurs propres de u. Montrer que
E%‘, (u) = Vect{bj eB | )‘j = )\z}

ou b; est vecteur propre pour \;.

2. Montrer que E admet une base de vecteurs propres de u si et seulement si, le polynéme caractéristique de u
est scindé et pour toute valeur propre A de u, sa multiplicité algébrique m(u) coincide avec sa multiplicité

géométrique gy (u).

Remarque : pour répondre a cette question, il ne suffit pas de citer le théoréme du cours.

Exercice 1 (3 pts.). Soit m € R et soit

m m-1 0
1. Montrer que les valeurs propres de A sont—1 et 1.

2. Pour quelles valeurs de m la matrice A est semblable 4 une matrice diagonale ?

Exercice 2 (3 pts.). Soit

11
(i)
1. Est-ce que A est diagonalisable sur Q7 Sur R? Sur C?

2. Donner une formule pour les puissances A™ de A.



Exercice 3 (4 pts.). Soit £ un espace vectoriel et soit f un endomorphisme de E vérifiant f2 =idp
1. Montrer que les seules valeurs propres possible de f sont —1 et 1.

2. Montrer que pour tout x € £ on a :
fla=f(@)=-(z-f(z)) et [flz+[f(z))=x+f(z)

3. Démontrer que si —1 et 1 sont valeurs propres de f alors F est la somme directe de ker(f —idg) et de

ker(f +idg).

Exercice 4 (4 pts.). Soit Ro[X] lespace des polynomes a coefficients réels de degré plus petit ou égal a 2. On

considére 'endomorphisme u(P) = X P’ - 1 sur Ro[X]. Ici P’ est la dérivée de P.
1. Est-ce que u est diagonalisable ?

2. Soit A la valeur propre la plus grande de u. Trouver les solutions de Pequation u(p) = Ap.

1
3. (Bonus 2 pts.) Montrer que, pour tout polynéme @ de degré plus petit ou égal 1, klim o8 u*(Q) =0.
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