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Révision générale (corrigé)

Exercice 1. En utilisant les développements limités au voisinage de 0, montrer les équivalences suivantes :

(1) sin(z) ~p z, (2) In(l+z) ~g z,

Corrigé.

(1) Comme sin(x) est de classe C*°, d’apres la formule de Taylor, sin(z) admet un DL d’ordre 1 en 0, qui
est (apres calcul),
sin(z) = = + o(x)

sin(x)

ol o(z) = ze(x) avec ilg%) e(z) = 0. D’on }g% = ili%(l +e(z)) =1.

(2) De méme ici, In(1 + z) admet un DL d’ordre 1 en 0
In(l42) = + o(x)

In(1+ x)

et on déduit comme précédemment que lir%
T— T

= lim (1 + ¢(x)) = 1.

(3) La fonction cos(z) admet un DL d’ordre 2 en 0 donné par

cos(z) =1 — x2/2 + o(z?)

. o . B , o o.cos(z)—1 B _
ou donc o(x) = x?€e(x) avec }:IL% e(z) =0. D’ou ili% —a ilg%](l 2¢(x)) = 1.

(4) Se traite de la méme fagon.
Remarque. D’une fagon générale, si f admet un DL (non nul) d’ordre n en xg
f(x) = ao + a1 (x — o) + az(x — 20)* + - - + an(x — 20)" + o((z — xo)")

alors
f(x) ~po a0+ ar(x — xg) + az(z — x0)2 + -t an(x —z)".

Exercice 2. Trouver un équivalent simple aux suites suivantes (quand n tend vers +00) :

(1) u":n—li-Q_nL—S’ (2) unzsin<T+1>, 3) up=vn—-2—-—+vn+1,
(4) unzln(cos(n%ﬂ)), (5) un:(l—&-%)n.



Corrigé.

(1) En mettant sous le méme dénominateur, on a
-5 —5
Uy = ——m—————— v —_
" (n+2)(n—-3) " n?

. . 1 _
(2) Comme sin(z) ~g x et comme lim,_, Zmg =0, ona

. 1 1
sin ~ oo
( n2—|—1) o 1
1 1
et comme ———— ~,, — on conclut
n?+1 n
. 1 1
sin(————) ~ —
( n2+1) +oo n
(3) En multipliant par la quantité conjuguée on obtient
-3 -3
Up = ~ oo .
Vi(y1- 2+ /14 1) 2v/n
(4) Comme In(1 + ) ~o x et lim (cos(—me) — 1) = 0
omme In x) ~g x et comme lim (cos(————=)—1)=0ona
0 n—-+oo \/n3 +1

1 1
In(cos(————)) =In (1 4+ (cos(————=) — 1)) ~1 (cOS(———) — 1
(c08( =) = I (1-+ (008(S=) = 1)) ~oc con( =) = 1)
et comme
( ) L
cos — 1~
Vid + 1 T (VB +1)2
on conclut 1
(5) On a

1+ %)" =exp (nln(1+ %))

et comme In(1+ 1) ~; o L et donc lim, 4o nIn(1+ 1) =1, on conclut

1 1
lim (1+=)"= lim exp(nln(l+-))=e
n

n——+00 n n—-4oo

et donc
Up ~+oo 1.

Exercice 3. (Exercice 7, Fiche 6) Etudier la nature des séries 3 u,, de termes généraux :

1 2n—1 na o m+1
(1) up = ma (2) un = m7 (3) un =(-1) ln(n — 1)’ 4) u
Inn Inn (=)™ n
(5) up = P (6) un = R’ (7) un \/ﬁv (8) un = (1++vn)™",
1 1



Corrigé.

1
= —_— > .
(1) wuy n(n+1)’n_1 On a

1 1 1
Uy = = ~Niso —=-.
n2+n n2(1—|—%) oo 2

1 . . 1 . .
Comme g Uy €t E — sont & termes positifs, comme la série E — est une série de Riemann conver-
n n
n>1 n>1 n>1
gente, d’apres le critere des équivalents, la série Zn21 u, est convergente.

2n —1
(2) up, = m, n > 3. De méme ici, on a :
2n(1 - 5-) 2n 2
Uu. = — _—=—,
Tond1l- % T P32

.. 2 " . 1 .
De méme ici, comme E Uy et E — sont a termes positifs, comme la série E —; est une serie de
n n
n>1 n>1 n>1
Riemann convergente, d’apres le critere des équivalents, la série zn21 u, est convergente.

1
3) up,= (71)”1n(n7+1), n > 2. On a, pour tout n > 2

() () ) 2o

n — n —

et done |u,| =In (Z—i) et u, = (—1)"|uy,|. La série est donc une série alternée. Comme :

2
— lim |up|= lim In (1 + 7) =0,
n—-+4oo n—-+oo n — 1

— la suite (|un|)nen est décroissante pour tout n > 2 :

2 2 2 2 2 2
n—lgn:>f§7:>1+f§1+7:>1n<1+f) §1n<1—|—7)
n_ n-—1 n n—1 n n—1
et done |up11] < |uy,
d’apres le critere des séries alternées, anz Uy, est convergente.

2
n—1

Complément : On voit que cette série n’est pas absolument convergente ! En effet, on a In <1+ %) ~

1 - . . .
et >, 5o o7 est une série divergente (la série harmonique).

1
4) u,= i " > 0. Ici, on peut utiliser le critere de D’Alembert :
"chn
N (T . 3"ch(n) 1 l+e2n 1
1 = 1 — = X ————=— <L
n=roo [t | n=too 3ntlch(n+ 1) noteo 3 et et 3e

Donc la série est convergente.

Inn
5) u, =——,n>1. Pour tout n >3 et doncn >e, on a
) )
n

In(n) > In(e) =1 et donc




Comme la série Zn21 % est une série divergente, par le critere de comparaison la série Zn21 Uy, est divergente.

1
(6) u,= %,n > 1. Pour tout n > 1,

In(n) <

1
In(n) < n et donc —.
n 2n

1 N s o 1 o , Jo
Comme > -, up et >, 5= sont a termes positifs et comme la série }, -, 5= est une série géométrique
convergente, par le critere de comparaison, la série ) -, u, est convergente.

Complément : On aurait pu aussi utiliser le critere de D’Alembert :

1] ) n A In(n) 1
1 = lim X X =-<1
n——+oo ‘un| n—+oon + 1 on+1 ln(n + ].) 2

et donc la série est convergente.

(=" . ) 1
7) u, = ——=——,n > 1. La série est alternée avec |u,| = ——
(7) un 2 +n fun| n2+n

tend vers 0, d’aprés le critére des séries alternées, >, -, u, est convergente. On remarque ici que |u,| ~ 1
et donc la série n’est pas absolument convergente.

. Comme (|un|)nen est décroissante et

(8) wu,=(14+/mn)"",n>0.La série est & termes positifs et on a :

=) (M)n ~

En utilisant le critere de Cauchy, la série Zn>1(ﬁ)” est convergente. Par le critere des équivalents, la série

> _n>0 Un €st convergente.

9) u,= ,n > 1. La série est & termes positifs et

4nIn(2 + 1)
47 1n(2)
m —--=
n—+oo 47 In(2 + %)

1 . 1 . , b . L .
Done up ~ grgy- Comme la série 37, 1 gy est convergente (série géométrique de raison < 1), la série
> n>1 Un est convergente.

(10) w, = ,n > 1. Comme In(14 1) ~ L on au, ~ 7% En utilisant le critere de D’Alembert,

1
47 In(1 + %) n’
la série > -, 7= est convergente et en utilisant le critere des équivalents, on déduit la convergence de la

série Y o Up.

Exercice 4. (Exercice 15, Fiche 7) Déterminer le rayon de convergence des séries entieres a variables
complexes suivantes :

(1) Z@Z'n, (2) Z(1+%)n2zn7 (3) ZIDI(I’;(T‘F)l)Zn7 (4) Z(_l)nﬁz4n+1.

(n!)? n!

Corrigé.



(1) On utilise le critere de D’Alembert

2 1H)! 12 2n +2)(2 1)(2n)! 12 2n +2)(2 1
CotD) P L @na2Eet e L Gee2Ea+l)
n—+oo (n 4 1)!2 (2n)!  n—too (n+1)2n!? (2n)! n—too (n+1)2
et donc le rayon de convergence est R = i.
(2) En utilisant le critere de Cauchy on obtient R = 1.
(3) En utilisant le critere de D’Alembert on obtient R = 1.
(4) Calculons le rayon de convergence de la série
n nn n
> (1) "
En utilisant le critere de D’Almbert on obtient R = % On a
nnn 4dn+1 _ nﬁ 4\n
SOttt = s 3 (s
et donc la série est convergente ssi [24| < L ssi [2] < (%)i Donc le rayon de convergence est (%)%
Exercice 5. (Exercice 16, Fiche 7) Calculer le rayon de convergence des séries entieres suivantes :
nd+1 Inn In(n™) s, 1
Corrigé.
(1) En utilisant le critere de D’Alembert, on a R = 1/3.
(2) En utilisant le critere de D’Alembert, on a R = 1.
(4 ) En utilisant le critere de Cauchy, on a R = +o0.
(3 ) En utilisant le critere de D’Alembert et les équivalents, on a R = 1.
Exercice 6. (Exercice 19, Fiche 7) Soit f la fonction définie par
+oo 1
fl@) =" sin(—=)a".
n=1 \/ﬁ
1. Déterminer le rayon de convergence R de cette série entiere.
2. Etudier la convergence en —R et en R.
Corrigé.
1. On a sin (ﬁ) ~ ﬁ La série entiere de terme générale u,, = ﬁ a comme rayon de convergence 1 en

utilisant le critere de D’Alembert

. |un+1| . n
lim = lim
n—-+oo |un| n—4oo n -+ 1




Donc la série entiere Zn>1 sm(\lf)x a comme rayon de convergence R = 1.

2. Pour z = 1, on obtient la série Zn>1 sm(f) Comme sin (\}ﬁ) ~ % et comme la série Zn>1 % est

une série de Riemann divergente, par le critere des équivalents, la série Zn>1 sin( \}) est divergente.

Pour z = —1, on obtient la série >, -, (—=1)" bln(f) C’est une série alternée avec (sin( \}))neN est une

. L. . s N 1
suite décroissante qui tend vers 0. D’apres le critere des séries alternées, la série >, -, (—1)" sm(ﬁ) est
convergente.

Exercice 7. (Exercice 5, Fiche 8) On considére I’équation différentielle
(E) y'—ay —y=0
avec la condition initiale

(CE) y(0) =1, 3/(0) = 0.

On suppose que (E) admet une solution développable en série entiére au voisinage de 0, y(z Z anx",

de rayon de convergence R > 0 et vérifiant la condition initiale (CE).
1. Calculer ag et a;.

2. Montrer que a,, vérifie la relation de récurrence
1
ap = —ap_9, pour tout n > 2.
n

3. Déterminer I'expression de agy et montrer que agi4+1 = 0 pour tout k£ € N.

4. Donner l'expression de la série entiere obtenue et calculer son rayon de convergence.

Corrigé.

1. D’apres la formule de Taylor-Maclaurin,

2.0n a

et

y'(z) = Z n(n — 1)a,z" 2.
En remplacant dans (E),

y'(z) — zy(z) — y(x) = Z n(n —1)anx Z na,x" — Z anx"

n>2 n>1 n>0

= Z(n +2)(n+ Dapsoz™ — Z(n + Dapa™ —ag

n>0 n>1

= (2a2 — ag) + Z(n + 1) ((n+2)ant2 — an)z"”
n>1
D’ou
1 1

ag = —Q Ap4+2 —
DR D)

a, pour tout n > 1,



ce qu’on peut réécrire
1
ap = —Gp_9, pour tout n > 2.
n

3. Par récurrence sur n,

1
Az = E%(k—l) = m%(k—z)
et donc
1 1
kT ok 1)) 27 T 2Rl
De méme
1 1
A2k+1 = 2% +1 1a2k—1 = —(2k T 1)(2k — 1)02k—3
1
ST D@k D@E—3) a0
car a; = 0.

4. La série obtenue est

1 n
yla) = Z anlxz ’

n>0

Calculons le rayon de convergence de la série ) - Q%H,x" Par la regle de D’Alembert

2Mn!

ngl—&r-loo 2nt+1l(p 4 1)! =0

et donc le rayon de convergence est +o0o. Il est en de méme pour la série Y, - 522"



