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Fiche 6 - Suites et séries numériques

Exercice 1. Déterminer si les suites suivantes sont convergentes ou non. Dans le cas ou elles convergent
donnez la limite :

(=™ _n? __sin(n) a1
(1) up, = 3 (2) un=—, (3) up = o (4) up=n sm(3n),
1 n _ pn
(5) u, =n(l—cos E)’ (6) u, = Z"W’ a, b strictement positifs.

Exercice 2. A 'aide du critére de d’Alembert ou du critere de Cauchy, déterminer la nature des séries de
termes généraux :

n! sin®n., 2™ 1.,
= )", (3) un = —, (4) up = (74 =)™

nn’ ’ n n! n

(1) un =

Exercice 3. Déterminer la nature (convergence absolue, convergence, semi-convergence, divergence et di-
vergence grossiere) des séries > u,, de termes généraux :

1 1
= q" o = notl o R e 4) u, =In(l————
(1) up, =¢q" ou g >0, (2) up=n ou a € R, (3) u T D12 (4) u n( (n+2)2)
2
1" (1" [ !
n — ) n — 1 9> n — tdt, 8 n:nflff.
(5) u () (6) u nnn)? (7) u ; sin(t) (8) up=¢e -
Exercice 4. Pour quelles valeurs de a € R la série
S
—n*(n—1)

est-elle convergente ? Calculer sa somme lorsque a = 1.

Exercices supplémentaires

Exercice 5. Etudier les suites (tn)n dont le terme général est donné par

(3) u, =nt'", 4) up, =—

), (7) up = Vn+1, (8) up=(1--=)".

Slw

(5) u, =1+ %)", (6) u, = nsin(

Exercice 6. Considérons les suites (up,)nen €t (vn)nen définies par

n
1 i} 1
VneN,un:ZE, VnEN,vn:un—i—m.
k=0
1. Montrer que (u,) est strictement croissante et que (vy,) est strictement décroissante.
2. Montrer que pour tout n € N*, u,, < v,.

3. Montrer que (u,,) est convergente vers e.



4. Montrer que (v,) converge vers e.

5. Montrer que

O
vn e N*,310,,0< 0, <lete=u, + .
n(n!)
6. Donner une valeur approchée par défaut de e & 10~% pres.
7. Montrer que e € R — Q.
Exercice 7. Etudier la nature des séries > u,, de de termes généraux :
1 2n —1 n+1 1
1) up = ——=, 2) up = ——5—-, 3) un = (=1)"1 ; 4) un =z,
(1) w nin+1) (2) u n(n? —4) (3) u (=1) n(n—l) @) u 3nchn
Inn Inn (=" n
(5) Un = == (6) un o (7) un JEan (8) un = (14++n)™",
1 1
(9) up (10) uy

Exercice 8. Pour quelles valeurs de a € R la série
i 2n +1
2 _
= n(n? —4)°
est-elle convergente ? Calculer sa somme lorsque o = 1.

Exercice 9. Etudier la convergence de la série numérique de terme général donné pour tout n > 1 par

V/n + sin(n)
Up = ———
In(n +1) +n3

Exercice 10. Montrer que la série numérique suivante est convergente et calculer sa somme :
>
= n(n + 2)
. U -2 ;. (_1)n
Exercice 11. Calculer une valeur approchée a 107 de la série Z —_—
n>1 n
Exercice 12. Soit f : [0,1] — R une application continue. On considere la série numérique ) -, u, de

1
terme général u,, = (—1)"/ 2" f(x) du.
0

1. Montrer que pour tout x € [0, 1]

S (-1)kat = 1+ (=Dt
14z '

2. On note (Sp)n>0 la suite des sommes partielles, S, = ZZ:O u. Montrer que

I (G Y R o VAP R,
Sy = d +/0 f(z) de.

3. En déduire que la série ) ., u, est convergente et que sa somme vaut fol {52 dx.
“+o0
. o (=nr
4. Montrer, en choisissant judicieusement f, que Z = In(2).
n=0 n+l



Exercice 13. On considére Ry[X] l'espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égale & 2. On pose
P(X)=1,PA(X)=X, B(X)=X(X—-1) et B=(Py, P, P2).

1. Montrer que B est une base de Ro[X].

2. Soit Q(X) = X2 + X + 1. Calculer les composantes de @) dans la base B.

3. Monter que la série suivante est convergente et calculer sa somme

oo

n?+n+1
Z n! '

n=0

Exercice 14. Ecrire le nombre rationnel 1,037037...037... sous la forme b ol p et ¢ sont des nombres entiers.
q

Exercice 15.
oo

1
1. Donner la nature de la série Z up, de terme général u, = — +1In(1 — —).
—= n n
n

2. Simplifier la somme partielle S,, = Z uy et en déduire la convergence de la suite

k=2
an:1+1+1+...+1—1n(n).
2 3 n
3. En déduire la somme de la série
0 (_1)n+1
nz::l n+ (—1)n*t

Exercice 16. En exprimant u, = ———5-———
n

de « la nature de la série > w,.



