Correction TD 3
Exercice 1.

1 1 1 X 1 X

1 -1 2 1

L GDe(2 -1 3 |(y)=(5)i62e( W )=0)

1 1 4 2
0 0 -—-1/\z 7 z

2. Soit f:R3 - R3 I’application linéaire dont la matrice dans la base canonique B = (e7, €5, e3) est A =

1 1 1

(2 -1 3 > est I’application linéaire associée a (S;), on peut aussi définir f en donnant I’image de
0 0 -1

la base canonique, ¢’est-a-dire f(e;) = e; + 2e;, f(e;) =e; — e, et f(e3) = e; + 3e, — e;. Ou encore

on peut donner I’image d’un vecteur f(x,y,z) = (x +y+2,2x —y + 32,—2)

Soit g: R® > R?, B = (e7,e,,e3) et B = (f{ E) les bases canoniques respectives de R3 et R?, dont la
1 -1 2
1 1 4
aussi définir g en donnant I’image de la base canonique g(e;) = ﬁ + E, g(fz)) = —]?1 + E et g(ﬁ) =

2f, + 4f,. Ou encore on peut définir f par ’image d’un vecteur quelconque g(x, y, z) =
(x—y+2z,x+y+4z).

1 1 1
2 -1 3
0O 1 -1

matrices de g dans ces bases est: B = ( ) est I’application linéaire associée a (S,), on peut

_ 11 1 1|_ _ : N
——|2 3|—1|2 _1|— 1+ 3 = 2 # 0 donc la matrice A est inversible

X 1
S) e (y) =A"1 <5>
z 7
Il 'y a une unique solution

x—y=1-2z 1 —-1\X\ _(1-2z
(52)(:{x+y=2—4z(:(1 1)(}/)_(2—42)
) est inversible car son déterminant est non nul donc
X | 1-2z
(S2) & (y) =C (2 — 42)
Il n’y a pas unicité de la solution, a chaque z € R on trouve un unique couple (x, y) tels que (x, y, z)

soit solution.
Exercice 2.

3. det(4) =

donc

1 -1

La matrice C = (1 1

S))e Lyix—y+3z=3Ll,-L1{-2y+2z=20L,] -y+z=1 & L, —y+z=1
L3 y—Z=1 L3 y—Z=1 L3 y—Z=1 L3+L2 0=2
I n’y a pas de solution.

L1{x+y+z=1 Ly {x+y+z=1 L1{x+y+z=1 Ly {x+y+z=1

(S).{:)Ll{x_y+2Z=1<:> Ly {x—y+2z=1 "‘Y+ZZ=11®x=y—22w;1
2 L2 x+y+4Z=2 LZ_Ll 2y+22=1 y:—z-i—z :y:_z_i_E
3
x=—3z+§
(=4 ~ +1
y=-z >

L’ensemble des solutions est (—32 + %, -z + %, z) avec z € R.
Li(x+2y=1 Ly (x+2y=1
(S3)¢>L2{x_y=2 <:>L2_L1{ _3y=1
Ly\x+3y=3 L;—L, y=2
Donc il n’y a pas de solution.



Exercice 3.

Li( x+y+z=21+1 Lq x+y+z=1+1
Lj x+Ay+z=1 Ly—L; (A-Dy+(A—-1)z=0

X+y+z=

Si 1 =1 le systeme équivaut é{ 1, doncax=1—yetz=0,pourtouty € R

Si 1 # 1 le systeme équivaut a
x+y+z=21+1 x+y+z=21+1 x+y+z=21+1
(1—A)y—z=l—1@{(1—/1)y—2=)l—1(:){(2—l)y=/1—1
y+z=0 z=-y z=-y
Si A = 2 le systeme équivaut a
{x+y+z=3®{x=3

z=-y z=-y
Si 1+ 2 (etAd+1)lesysteme équivaut a

(x=—y—z+A+1=21+1

x+y+z=41+1 | 1-1

A—1 =—

=1=2 = iz

— A—-1

Z=-y L S

T2

-1 -1

Dont les solutionssontx = A+ 1,y = Setz=——.
2-Dx+2y=0
S)x+2-VDy+z=0
2y+(2-2)z=0

2y =0
Si/1=2alors(52){x+z=0<:>x=—zety=0
2y =0
Si A # 2alors
( 2
([ x=—ty S b4
2-1 5
B x+2-Dy+z=0{———y+Q2-Dy———y=
{ 5 2—-1 . 2-1
zZ=—-——
\ 2-17 \ z=—5—y
( e 2 (e %
2—1 2—-1
2 2 -2+ 2-1%-2
@<<_2—/1+(2_’D_2—,1>y_0@< 2 -1
2 2
\ Z2==577 S R
( _ 2 2
= =Y
2
<:><(2_/D —4 =0®<—/1(4—/1) _o
2—-21 2—A1
2 2
T k4 R T4
Sil=0
x = —y etz = —y donc les solutions sont (—y,y,—y) avec y € R
sil=4

x =y etz =y donc les solutions sont (y,y,y) avec y € R
Sil#0etA#4alorsy=0etdoncx=2z=0



Exercice 4.

Li1 —411 0 Ly 1 —-41 0 Ly (1 —4] 1 0
L2(3 5|0 1)‘:’L2—3L1(o 171-3 1)‘:’L2/17<o 1|—3/17 1/17)
L+4L, (1 0| 5/17 4/17
L, (0 1(-3/17 1/17)
. (5/17 4/17\ _1(5 4
Donc 4 _(—3/17 1/17)_5(_3 1)
Li2 511 0 Ly (2 511 0y _L—=5L,2 006 -10\_, Li/2/1 0|3 -5
L2(1 310 1)‘:’2L2—L1(o 1l-1 2)‘:’ L, (0 1l-1 2)‘:’ L, (o 11-1 2)
-1 __ 3 —5
Donc B —(_1 2)
Lysy1 -2 5|1 0 0 Ly 1 -2 5|1 00
L2<3 1 00 1 o>=>L2—3L1<0 7 —-15|-3 1 0)
L;\-1 2 —4lo 0 1 Ly+L; \o 0 111 0 1
Ly /1 -2 511 0 0 Ly y1 =2 551 0 0
@Lz+15L3<0 7 012 1 15>@L2/7(o 1 0|12/7 1/7 15/7)
Ly \o o 1l1 o0 1 L; \o 0o 111 o0 1
Ly+2L,-5L3 /1 0 0|-5/7 2/7 -5/7
& L, (o 1 0|12/7 1/7 15/7)
Ls 0 0 1l 1 0 1
—4/7 2/7 =5]7 —4 2 -5
DoncC‘1=(12/7 1 15/7>=§<12 7 15)
1 0 1 7 0 7
Lys4 12 =31 0 0 Ly /4 12 -3|]1 0 0
Lz(—l 2 310 1 O>®4L2+L1<0 20 911 4 O)
L;\3 3 —5l0 0 1 L;y+3L,\0 9 410 3 1
Ly 4 12 =311 0 0 Ly /4 12 =-3]1 0 0
e L (0 20 9|1 4 o><=L2<o 20 9|1 4 0)
20L; —9L,\0 0 -1l-9 24 20 —L;\0 0 1l9 —24 -20
Ly /4 12 =311 0 0 Ly /4 12 =311 0 0
@L2—9L3<0 20 0 |-80 220 180><:>L2/20<0 1 0|-4 11 9)
Ly \0o 0 119 -—24 —20 Ly \0o 0 1l9 —24 -20
Ly —12L,+3L3 /4 0 0|76 -204 —168
& L, (o 1 0]-4 11 9 )
Ly 0 0 1l9 —24 —20
Li/4/4 0 0|19 —51 —42
<:>L2<O 1 o|-4 11 9)
Ly \0o 0 119 -—24 -20
19 —51 —42
DoncD‘1=<—4 11 9)
9 —24 =20
Exercice 5.
1" méthode par substitution
x—2y=1 x—2y=1 x—23-2x)=1 5x =7 x=7/5
(5)‘:’{2x+y=3‘:’{y=3—2x‘:’{ y=3-2x ‘:’{y=3—2x‘:’{y=3—2x7/s
@{x=7/5
y=1/5
2'¢me méthode par le pivot de Gauss
1
Lifx—=2y=1 L, (x-2y=1 Li Jx=1+2x==17/5
(5)@L2{2x+y=3‘:’L2—2L1{ 5y =1 ‘:’LZ—ZLl{ _1/55 /

3€me méthode en inversant la matrice



(3) eauiva (3) =3(2, 1) () =3()

SoitAz(% 12)A1 1(12 i)A(;)

4*¥me méthode avec la formule de Cramer

|3 _2| _ B §| 1
11 —2175YT 1 -2 5
e Iy
Exercice 6.
Soit A = (i ;) det(A) = 5 # 0 donc A est inversible

0= 4(0)=() = ()=4"()=)
Soit A = (2 1) det(4) = 7 # 0 donc A est inversible et A™1 = l( 4 _21)

500 () ()= ()= (=1, HO=10)

L2 1 _ . N 1 (4+i -1
Soit A = (1 4t ) det(A) = 7 + 2i # 0 donc A est inversibleet A=+ = 7+2i( _1 ) )

. . 1 _ .
(53) < (x;) (3312;) < (2) =A™ (3312;) = (2) - m(i 21) (3312;)

7—_2i(9 + 7i) _ i(77 + 31i)

53 \3—i/ 53\19-13i
Exercice 7.
da.
L, x—y+z=0 Ly x—y+z=0 x—y+z=0 x_y+zy=()
Lyl 5x+2y—2z=0 @L2—5L1{7y—6z=0 @{ 7 e g
Li\-3x—4y+3z=0 L;+3L,\-7y+62=0 Z=%Y z=2y
1
xX=—-=y
6
) 7
. 1 7
Les solutions sont (— pL Y'gy) yER
b.
L4 x—y+z=3 Ly x—y+z=3 _ _ x=3+y—z
LZ{ Sx+2y—z=5 @L2—5L1{7y—6z=—10(:>]]:1{7x _}]6:3:1:3(){:)21 1
Ly(-3x—4y+32=1 Ly+3L \-7y+6z=10 2V 70%= 2(y =7 (62— 10)
_3+6 0 1 +11
R 70 R A A
L, _ 6 10
y=7%2775
Les solutions sont (—lz _ 9z — E,z) avecz € R
7’7 7
C.
Ly 3x+4y+z+2t=3 Ly 3x+4y+z+2t=3 _
LZ{ 6x+8y +22+5t=7 (:»LZ—ZLl{ £ =1 <=>{3x+43’_+1z—1
L3\9x + 12y +3z+ 10t =13  L; — 3L, 4t = 4 b=

o {Z =1-3x—4y
t=1
Les solutions sont (x,y,1 —3x —4y,1) avec x,y € R



L (2x+y+z+t=3 L, (2x+y+z+t=3 L4 (2x+y+z+t=3
L, |x+2y+z+t=1 2L,—L;| 3y+z+t=-1 2Ly — Ly | 3y+z+t=-1
L34x+y+22+t:2<:>2L3—L1 y+3z+t=1 (:)3L3—L24 8z+2t=4
L4Lx+y+z+2t=4 2L4—L1L y+z+3t=5 3L,—L,| 2z+8t=16
Le\x—y+z—-t=0 2L — Ly \-3y+z—-3t=-3 L5+L2k 2z — 2t = —4

Lq 2x+y+z+t=3 _

Ly ( 3y+z+t=-1 x___ll

e I 4 8z+2t=4 © y—_O
Ly L 2z + 8t = 16 T,
Ls—Ly \ 2z—-2t=-4 B

Bien sdr il est beaucoup plus simple de faire la somme des quatre premiéres lignes, diviser cela par 5, en
déduire x, y, z, t avec les lignes de 1 a 4, puis verifier que cela marche avec la cinquieme.
Exercice 8.

a.
_|§ —21|__£_E
x_|1 2|_ 5 5
2 -1
b.
2 2 -3
T ] i G I T e i
1 2 -3 |1 -3 5
01 0 2 -1
2 3 -1
C.
2 ol 10
y=|3 (=1 ~ 10
4 3
d.
1 6 1
1 4 1
i
1 1 1
3 2 1
Dans chaque déterminant on change L, par L, — L, et Ly par L3 — L,
1 6 1
0 -2 0 .
yeft =g
0 -1 0
2 0 0
Exercice 9.
— — 1 — 1
1()=(3)=(G)=2(3) "7 5 ‘i)(gl);ﬁ(é)
X X
A(y):((l))‘:’(y):A_l((l)):ﬁ(i i)(é):ﬁ(—ss)
1 1
A6)=0)=0)=20) =5 DE =51
X — X — — — —
B(y =(31)®(y)=3_1(31)=(_31 25)(31)=( 718)



()= =6)=()=C =)
() =G =06)=57 ()= =G

Exercice 10.
1.

a 2 a
| a a+4 3a
A= —a 2 1

0 a+2 3a+1
La matrice augmentée est

a 2 a 1
a a4 3a |-3
—-a =2 1 1

0 a+2 3a+1lb
On cherche son rang, pour cela on calcule son déterminant

a 2 a 1 1 2 a 1Ly
a a+t+4 3a -2 —q 1 a+4 3a —2|L,
—a -2 1 1 -1 -2 1 11|L;
0 a+2 3a+1 b 0 a+2 3a+1 blL,
1 2 a 1 L4
0 a+2 2a —3|L;—L; _ atz 2a -3
0 0 a4 1 9 L3+L1_a 0 a+1 2
0 a+2 3a+1 bl L, a+2 3a+1l b
1 2a —3| L, 1 2a -3 Ly
=ala+2)|0 a+1 2|Ly=a(a+2)[0 a+1 2 L,
1 3a+1 b |L; 0 a+1 b+3lL3—L;

=a(a+2)|211 big|=a(a+2)(a+1)(b+3—2)=a(a+2)(a+1)(b+1)

Si ce déterminant est non nul, ¢’est-a-direa # 0 eta # —2 eta # —1 et b # —1, le rang de la matrice

augmentee est 4 or le rang de A est inférieur ou égal a 3 donc le systéme n’est pas compatible et il
n’admet pas de solution.



e Sia=-1

L, ax +2y+az=1 Li( x+2y—z=1 _
(s) ax+(a+4)y+3az=—Z(E)L2 —x+3y—32=—2@LL_1L _9}‘/";22};;2_;1
Ls —ax—-2y+z=1 Ly) x—-2y+z=1 2L 1 Cor=bh
Li\(a+2)y+QBa+1Dz=b L, y—2z=h 4 yTez=

= Sideplus b # —3 alors le systéme n’a pas de solution
= Sideplusbh =—
Li(—x+2y—-z=1 Li(x=2y—2z—-1=22z-3)—2z—-1=3z-7
(5)‘:’L2{ y—2z=-3 ‘:’Lz{ y=2z-3
Le systeme admet une infinité de solutions.
e Sia=-2
L, ax+2y+az=1 Ly ( —2x+2y—-2z=1
(s) ax+(a+4)y+3az=—Z(E)L2 —2x+2y—6z=-2
Lj —ax—2y+z=1 L3 2x —2y+z=1
Ly\(a+2)y+@Ba+1)z=b Ly —5z=b
L, —2x+2y—-2z=1 Ly —2x+2y—-2z=1
L - L, —4z7 = -3 @Lz—Ll z=3/4
S La+1L, —z=2 L+ 1L, z=-2
L, —5z=0bD Ly z=—-b/5
Donc le systéme n’a aucune solution
e Sia=0
Li( 2y=1 La( vy=1/2

4y = =2 L) y=-1/2
O =2y 4+2=11)=2y+z=1
Ly \2y+7z=b Ly \2y+7z=b
Donc le systéme n’a aucune solution

o Sib=-—
Ly ax+2y+az=1 Ly ax+2y+az=1
(s) ax+(a+4)y+3az=—2@L2 ax + (a+4)y +3az = -2
L —ax—2y+z=1 L —ax —2y+z=1
La\(a+2)y+@Ba+1z=b Lys\(a+2)y+@Ba+1)z=-1
L, ax+2y+az=1
L, — Ly (a+2)y+2az =-3
L;+ L, (a+1)z=2

Ly \(a+2)y+@Ba+1z=-1
On peut supposer que a # 0, que a # —2 carsia = 0 ou si a = —2 le systéme n’a pas de
solution, on peut aussi supposer que a # —1 car sia = —1, comme ici b = —1 # —3 le systeme

n’a pas de solution.

ax+2y+az=1
+2y+az=1 (
Ly T ey az__ L (a+2)y+2az=-3
L, (a+2)y+2az = L,
(S)<:> = 2
(a+1)z=2 3| 1
L =-1 L - a
+ \a+2)y+Ba+ 1)z * k(a +2)y+@Ba+1z=



roy+ 28y
ax Y a+1
L 4a
Ll (a+2)y+——=-3
o 2 a+1
Ly 2
Ly “Ta+1
2(3a+1)
\(a+2)y+ﬁ——1
( +ov=1 2a -—a+1
T =TT a+1 = —2 +—a+1
L, 4a  —-7a-3 L, YT i+
(a+2)y=-3-— = —7a -3
o L2 ] a+1 a+1 @L2<y= a
Ls L= 2 L (a+1)(a+2)
L, a+1 Ly 5= 2
23a+1) —-7a-3 \ Ta+1
Ny = —1 — =
k(a+ )y a+1 a+1
( _1( ) —7a -3 +—a+1)_—a2+13a+8
L 1" Ta\ " a+D@+2) " a+1/)  ala+ D(a+2)
L, —7a—3
(= < y =
Ls (a+1D(a+2)
L4_ 2
\ Z_a+1

Le systéme admet une unique solution

Exercice 11. Apreés calculs
1 -1
A7l = (O 1
0 O
1 -1/2
B! = (0 3/10
0 1/10

~3/2

2
1= ( 1 —1/2
-7 11/2

0
_1)
1
0
—2/5)
1/5

~1/2
—1/2)
5/2



