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Fondamentaux des Mathématiques I

Feuille d’exercices n° 10

CONTINUITE ET DERIVABILITE

Exercice 1. Soient (a,b) € R? tel que a < b, g € ]a, b et f : Ja,b[— R. On suppose que f est continue
en xg et que f(zg) > 0. Montrer qu’il existe un intervalle ouvert I inclus dans Ja, b et contenant z, tel
que Vx € I, f(z) > 0.

Exercice 2. Etudier la continuité des fonctions suivantes sur leur domaine de définition :
x? si0<zxr<1

1. f:]0,2] — R définie par f(x) =
f:10.2] par f(x) {236—1 sil<ax<2.

2. f: R — R définie par f(:c)zx—k@ six #0, et f(0)=1.
3. f: Ry — R définie par f(z) ==z E(%) siz#0,et f(0) =1, ou E est la fonction «partie entiére».

4. f:[-2,2] — R définic par f(z) = x*sin (Z) si z # 0 et f(0) = 0.

Exercice 3.

1. Montrer que si f: R — R est une fonction continue telle que

Jim (@) =+oo et lm_f(z) = o,

alors f est surjective.
2. Soit P € R[X] un polynéme de degré impair. Montrer que P admet une racine réelle.

3. Donner un exemple de polynéme a coefficients réels, de degré pair, n’admettant pas de racine réelle.

Exercice 4. Montrer qu’il existe = € [%’T, 7['] tel que

tan(z) + g =0.

Exercice 5.
1. Soit f:[0,1] — R une application continue, telle que f([0,1]) C [0, 1]. Montrer que f posséde un
point fixe.
2. Soit g : [0,1] — [0,1] une application. On suppose que pour tout (x,y) € [0, 1] tels que = # y, on
a lg(x) —g(y)| < |z —y| . Montrer que g admet un unique point fixe.



Exercice 6.
1. Soit f: R — R une fonction continue et périodique. Montrer que f est bornée.

2. Calculer
lim In(z)
a—+oo g (sin®(z) + cos!4(z))

Exercice 7. Montrer que la fonction f: R — R, x +— 22 n’est pas uniformément continue.

Exercice 8. Le but de cet exercice est de déterminer ’ensemble des applications f : R — R continues

qui vérifient la condition

(x) : V(z,y) R flz+y)=f(z)fy).

Soit f vérifiant ().
1. Montrer que : Vn > 2, V(z1,...,z,) € R", f(x1+ -+ xpn) = f(x1) -+ f(2n).
2. Quelles sont les valeurs possibles pour f(0)?

3. On suppose qu'il existe zp € R tel que f(zp) = 0. Que peut-on dire de f 7
On suppose désormais que f ne s’annule pas.

Montrer qu’il existe a« € R tel que pour tout n € N, f(n) = o™
Montrer que : Vk € Z, f(k) = oF.

Montrer que : Vr € Q, f(r) =a’.

Ne e

Conclure.

Exercice 9. Soit a € Z. On définit f: R* — R, > 2%cos (1).
1. A quelle condition sur a la fonction f est-elle prolongeable par continuité en 0?7
2. Lorsqu’il existe, a quelle condition ce prolongement est-il dérivable en 07

3. Dans ce cas, la dérivée de f est-elle continue en 07

Exercice 10. Soit f la fonction définie sur [0, 1] par

0 siz=0
f(z) = x—i—mllnf(j) si0<z <1
0 siz =1.

1. Montrer que la fonction f est continue sur [0, 1], et dérivable sur |0, 1[.
2. La fonction f est-elle dérivable en 07 En 17

3. Montrer qu'il existe ¢ €]0, 1] tels que f'(¢) = 0.

Exercice 11. Soient un entier n > 1 et une fonction f : R — R, n fois dérivable, et telle que £ est
continue. On suppose que f s’annule en n 4 1 points distincts.

Montrer que f s’annule au moins n fois, puis que £ s’annule au moins une fois.



Exercice 12. A ’aide du théoréme des accroissements finis, montrer que pour tout ¢ > 0

arctant > ——.
+ 2

Exercice 13. A l'aide du théoréme des accroissements finis, déterminer

_1 1
lim ((a: + 1)ew+1 — :UeE> .

T—00

Exercice 14. Soit f:[0,1] — R une fonction dérivable sur [0, 1] telle que f(0) = 0.
1. On suppose que pour 0 >z > 1, on a f'(x) # 0. Montrer que f est de signe constant sur [0, 1].

2. On suppose de plus que f’ est continue sur [0,1], et que f/'(z) > 0 pour z € [0, 1]. Montrer qu’il

existe un réel m > 0 tel que pour z € [0, 1], f(z) > mz.



