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Exercice 1 : On rappelle que U est le cercle unitaire des complexes de module 1. Montrer que pour
(a1 +az) - (an—1 + an)(an + a1) cR
al a2 e a/n :

ai,...,ap € Uon a
. id 1 b = A 1 _
Solution. On note que pour a =e'? € Uona — =¢e¢ ** =a. Ainsi a + — = a+ a = 2Rea € R. Donc pour
a a
a a b
a,belUona—-ecUet -+ - R
b b a
Soient a; € U avec a? = a;. Alors
(a1 +az) - (ap-1tan)(an+a1) ar1+az  ap1tan anta
a1az - - - an 05183 On—10np Qn Q]

:<ﬂ+%><an—l+ An )<%+E)GR
(€5 a1 Qp, Qp—1 o Qp,

Exercice 2 : Résoudre 'équation 22 + (4 — 3i)z = 2 + 8i d’inconnue z € C.

Solution. On a
A=(4—-30)*—4(—2—-8i) =16 — 9 — 24i + 8 + 32i = 15 + 8.

Sid=a+ibet 62=A, onaa’—0b*> =15, 2ab=38, et
a? + 0% = |A| = V152 + 82 = /225 + 64 = /289 = 17.
Ainsi 2a> =32 et a = +4, b = 8/2a = +1. Donc 6 = (4 + ).

4430+
% € {2i,—4+i).
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Exercice 3 : Soit f(z) = xe=?>-1. On se propose d’étudier f.

Enfin, les solutions sont z =

1. Donner le domaine de définition maximal D de f.
2. Montrer que f(1/z) = 1/f(x) et f(z) f(—z) = —2® pour = € D, z # 0.

3. Calculer les limites et les asymptotes de f en oo (s'il y en a).

x

[Indication : La dérivée de g(x) = e1=+? en 0 peut étre utile.]
4. Etudier les limites a droite et a gauche de f aux points de R\ D.
5. Calculer la dérivée de f ou elle existe, et dresser le tableau de variations.
6. Dresser le graphe de f.
Solution.
1. D =R\ {£1}, pour que le dénominateur soit difféent de zéro.
2. Pourzxe€e Donal/zreDet —xeD,et

1 1 2= 1 _2z_ 1 __ 22 1
—) = — 61*271 = — 61712 = —e ?-1 = — ainsi que
2x —2x 2 2
f@)f(—x) =zes*1 (—x)es?-1 = —x ¥ = —22.
. 2z . limy— 400 —2— . 0
3. Ona lim ze<*-1 = lim ze *“7*®2-1/z = lim ze" = Fo0.
r—to0 r—Fo0 xr—to00

. x i _2
Pour 'asymptote en 00 on a  lim & = lma—koo 3oi7s _ 0 1, et
r—+oo I

2z exzéx—l — 1 e%
lim (f(z) —2)= lim z(es*1 —1) = lim —— = lim — = ¢'(0),

r—+o00 xr—+00 z—0 x x—0 z—0

2z 20 (1 — g2 A2
ot g(a) = T Alors ¢'(z) = e 2 (1fi;;2 ©

y=x+2.

et ¢’(0) = 2. L’asymptote en oo est donc




. lim 2z i
lim zes?1 =1le "eo1t 220 = eliMyseoy —

4. (a)
z—1+
b) li — lim f(1/) =1/ li =0
(b) lim f(z)= lim f(1/z)=1/ lim f(z)=0,
(¢) lim f(z)= lim f(—z)= lim —2?/f(z) = lim —z%f(z) = —oo0, et
z——1t x—1— x—1— x—1+
d) i = 1 1 =1/ li =0.
(d) lim f(z)= lim f(1/z)=1/ lim f(z)
2o = 2(z2 —1) —42? = (2% —1)? — 22 — 223
5. f(x) = P + zert (x(xQ _)1)2 S (z (:22 — 1; T Le signe de f’(z) est donc celui
de

gt =241 -20 - 203 = (2 —x 4+ 1)2 =522 = (2 — (1 = VB)z + 1) (2% — (1 + V5)z + 1).
Le premier facteur a un dicriminant (1 — \/5)2 — 4 =2—2V5 < 0 et donc pas de racine réelle; le
1
deuxiéme a un discriminant (14++v/5)2—4 = 24-2v/5 > 0 et donc deux racines o = 5(1—1—\/54—\/ 2 +2v/5)

et 5%(1+xf— \/ 2+ 2V5).

x ‘—oo -1 I} 1 Q@ 00
f(x) + | + 0 - | - 0 +
f@) | =00 0 | —oo 2 f(B) N 0 | +oo N\ fla) 7 o0
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Exercice 4 : Pour tout n € N*, on pose u, = (Z %) —Innetwv, = <
k=1 k=1
1. Montrer que les suites (uy), et (vy), sont adjacentes.

En déduire qu’elles admettent une limite . Elle s’appelle la constante d’Fuler.

%) —In(n+1).

— (—1)*
2. En dédui AV
n déduire la valeur de Z p
k=1
Solution.
1. On a
ntlge 1
un—vn:ln(n+1)—lnn:/ —<—-=0 pour n — oo.
n t n
De plus,

n+1

1 1 1
= e D) 4 lnn— (- 7)at<0
Unp41 — Un n+1 n<n+ )+ nn /1 n4+1 t <

2



et

1 o 1
Untl —Up = ———In(n+2)+In(n+1) = ( —f)dt>0.
n+1 n T 1 (n+2)+In(n+1) /n+1 ntl 7
Ainsi (uy,), est décroissant et (vy,), est croissant, et les deux suites sont adjacentes. D’aprés le théoréme

des suites adjacentres, les deux limites lim wu, et lim v, existent et sont égales & une valeur qu’on
n—oo n— o0

appelera ~.

n

S 0y S (L) w3 - (S 4) o)+ (o)

k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
n
5y — v+ lim (mﬂj . —ln2> w2t lim 2l o
n—o00 2 2 n—00 %
. -1 n n
pour n — oo, puisque < L§J < 3 et donc
n n
lim lnLTQL—J—l lim %:lnlzo.

Exercice 5 : Soit A une partie non vide bornée de R. Montrer ’égalité

sup{|z —y| : 2,y € A} =sup A — inf A.

Solution. Trivialement, pour a,b € A on a |a — b| < sup A — inf A, d’on
sup{|z —y| : z,y € A} <sup A —inf A.
Réciproquement, soit € > 0, et a,b € A avec sup A —€/2 < a <supA et inf A <b <inf A+ ¢€/2. Alors
supA—infA—e<a—b<sup{lz—y|:x,y € A}

Ainsi on a égalité.



