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Exercice 1 : On cherche & étudier la fonction réelle f(z) =z + /|22 — 1].

1.
2.
3.
4.
5.

Donner son domaine maximal de définition. La fonction f est-elle continue ?
Chercher le domaine maximal ot f est dérivable. Calculer sa dérivée.

Calculer les limites en 400 et établir le tableau des variations de f. En déduire im f.
Chercher les asymptotes éventuelles de f.

Tracer le graphe de f.

Solution.

1. |x2 + 1] > 0 pour tout € R. Le domaine maximal de définition est donc R. En tant que composition

de fonctions continues, f est continue sur R.

. Pour x # £1 on a

1
Fll@)=1+-|22—1| 22z sgn(z® — 1) =1 + sgn(z? — 1).
2 |22 — 1
Pour zg =1 on a
— f(1 2-11-1 1
lim M: lim il VA L | =1+ lim ‘x—l— ‘sgn(a:—l)—):l:oo.
z—1% r—1 z—1% r—1 r—1% rz—1
Pour o = —1 on a
~f(-1 VZ—1]+1 1
i 2O =D g et VRESAAL ) ’Sgn(x+1)—>i00-
a——1%t  x—(—1) 1% r+1 a——1% V lz 41

Donc f est dérivable sur R\ {£1}.

. Ona lim f(x) =00 et
T—00

. B _ 2 — (a2 -1) 1
Ig@oof(x)_ hm m—{_\/i_ xgmoo x—Vr2—1 _xglzloo WO‘

Ensuite, on a lim f'(z)=1—-1=0et lim f(z)=1+1=2.

De plus, pour © # +1 on a f/'(z) = 0 ssi —/|22 — 1| = zsgn(z? — 1) ssi z €] — 0o, —1[U]0, 1] et
|22 — 1] = 2% ssi @ €] — 00, —1[U]0,1[ et 2> = 1 — 2? (puisque 2° = z? — 1 n’a pas de solution)

1
ssi x €] — oo, —1[U]0,1[ et 2> = = ssi # = —=. Puisque f’ est continue sur R\ {#1} en tant que

2 V2

composition de fonctions continues, il n’y a pas d’autres Changements de signes, et f’ est négatif sur

| — oo,—l[U]\}i,l[ et positif sur | — 1, %[U]l,oo[ Comme f( +4/1 = /2, on obtient
T —00 -1 \2 1 00
flle)] 0 — —oojoo + 0 — —ooloo + 2
f@y oo N -1 V2N 1 S

Ainsi im(f) = [-1, ool

. On a une asymptote y = 0 en —oco. En oo on a

lim@: lim 1+ 1—i

r—oo0 I T—00 x2

2

et
2

(22 — 1) x
lim z) — 2x hm —z 4+ +/]z? — 1] =
a;—>oo(f( ) ) z—>oo / _ 1 + 22

On a donc une asymptote y = 2z en oo.



Exercice 2 : Soient P, Q et R trois propositions. Montrer que la proposition suivante est vraie :

(P=Q)= (P=(Q=R)) = (P=R)).

Solution. Soit S cette proposition. Alors

P|Q|R|P=Q|Q=R|[P=>(Q=R|P=>R|(P=(Q@=R)=(P=R)|S
FIF|F| V % vV vV Vv 1%
VIF|F| F Vv Vv F F vV
FIV|F| Vv F vV 1% 1% 1%
VIVIF] VvV F F F vV vV
FIF|V] Vv vV Vv vV 1% 1%
VIF|V] F Vv 1% vV 1% Vv
FlvIiv] Vv Vv Vv vV vV Vv
vIiviv] v Vv vV 1% vV 1%

Ainsi la proposition S est toujours vraie.

n

Exercice 3 : On définit une suite (up)p>1 par ug = 1 et up41 = 1+ — pour tout n > 1. Montrer que
mn

Vn < uy, < v/n+ 1 pour tout n > 2.

Solution. Par récurrence. ) )

Initialisation. Pourn:20na\@<2:1+1:1+—:u2 <1+V2.
U1

Heérédité. Supposons v/n < u, < 14 +/n. Alors

n n
Upp1 =1+ — <1+ —==1+n<1++Vn+1.
U, NZD

v 1+1
De lautre coté, u, < 1++v/n < 1++vn+ :n( ntlt ): n d’ou\/n+1<1+£:un+1.
Un

m+1)-1  Vn+1-1

D’aprés le principe de la récurrence I’énoncé est donc vrai pour n > 2.

Exercice 4 : Exprimer les phrases suivantes en langage formel, puis donner leur négation (dans cette ques-
tion, f désigne une fonction réelle).

1. f est strictement croissante.
2. f est une fonction constante.

3. L’équation f(x) =0 a au plus deux solutions.



4. L’équation f(x) =0 a exactement deux solutions.

Solution.

1. VaVy (xz <y = f(z) < f(y)).
Négation : Jx Jy (x <y A f(x) > f(y)).

2. Jyva f(z) =y, ou Ve vy f(z) = f(y).
Négation : Yy 3z f(x) # y ou Iz Jy f(x) # f(y).

3. JxTIyVz(f(2) =0=(z=aVz=y))ouVeVyVz (f(x) = fly) = f(2) =0= (x =yVy=2Vz=ux)).
Négation VxVy 3z (x # z Zy A f(2) = 0).

1 Foy (@ Aynf@) = F5) = 0AVz(F(z) =0 (s =2V 2 = ).
Neégation :VaVy (f(z) = f(y) =0= (zx=yVIzax #z#y A f(z) =0)).

Exercice 5 : Montrer que pour tout réel z non nul, on a

2 1

tanhx = — .
ani tanh(2z) tanhz

En déduire la valeur de .
= Z 2’ tanh(2'x)
=0
pour n entier naturel et x réel non nul donnés, puis calculer la limite de u,, quand n — oco.

Solution. On a pour = # 0

2 1 _ 62:5 + 6—2x et 4+ e % _ 262:10 4 26—2:5 - (eac 4 6—3;)2
tanh(2z) tanha €2 —e 2 e —e=T (g% — e %)(e% 4 %)
623? 4 e—2x —9 (em _ 6—1)2 et _ e
= = = = tanh x.
(ew _ e—w)(ecc + e—x) (ex _ e—x)(ea: + e—a:) et 4+ e~
Ainsi on obtient une somme téléscopique, et
2 1 n 2i+1 n 21
= 20 ¢ h( 2’ 2Z - = _ — _
tn = ZZE o Z tanh(2 - 2/x) tanh(QZac)) ; tanh(2:+1z) ; tanh(2ix)
2n+1 1
" tanh(2"t1z) tanha’
_ . 2l 1 : . :
Donc nhﬁnolo Up = T}Lngo (tanh(2”+1x) — tanhx) — sgn(x)oo, puisque ygr_noo tanhy = —1 et ylirgo tanhy = 1.



