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Feuille d’exercices no 6

Exercice 1. Soit X un ensemble muni de la distance discrète d. Donner une condition nécessaire et
suffisante pour que (X, d) soit compact.

Exercice 2. Soit (E, ‖ · ‖) un espace vectoriel normé, A et B deux parties de E.

1. Montrer que si A et B sont compacts, alors A+B est compact.

2. Montrer que si A est compact et B est fermé, alors A+B est fermé.

3. Montrer que si A et B sont fermés, cela n’implique pas que A+B soit fermé.

Exercice 3. Soit (X, d) un espace métrique. Soit (Kn)n∈N une famille décroissante de compacts de X.
On note K =

⋂
n∈N

Kn. Soit U un ouvert de X tel que K ⊂ U .

Montrer qu’il existe un entier n0 tel que pour tout n ≥ n0, Kn ⊂ U .

Exercice 4. Déterminer si les ensembles suivants sont, ou ne sont pas, compacts dans R2 muni de la
topologie usuelle :

— A = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y4 ≤ cos(xy)},
— B = {(x, y) ∈ R2 : 0 < xy ≤ x2 ≤ 1},
— C = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ xy ≤ x2 ≤ 1}.

Exercice 5. On munit E = C([0, 1],R) de la norme ‖ · ‖∞ : pour tout f ∈ E, ‖f‖∞ = supx∈[0,1] |f(x)|.
Les sous-ensembles suivants sont-ils compacts dans (E, ‖ · ‖∞) ?

1. C1([0, 1],R) ;

2. Bf (0, 1) = {f ∈ E : ‖f‖∞ ≤ 1}.

Exercice 6. Soit un entier n ≥ 2 et l’espace vectoriel norméMn(R) des matrices réelles de taille n×n
(Mn(R) est un espace vectoriel de dimension n2). On note |||·||| la norme matricielle subordonnée à la
norme euclidienne ‖ · ‖2, c’est-à-dire, pour M ∈Mn(R),

|||M ||| = sup
X∈Rn\{0}

‖MX‖2
‖X‖2

.

On considère l’ensemble des matrices orthogonales O(n) = {A ∈Mn(R) : tAA = In}.

1. Soit A ∈ O(n). Déterminer |||A|||.

2. Montrer que O(n) est compact.

3. Étudier la compacité de l’ensemble GLn(R) des matrices inversibles dansMn(R).



Exercice 7. Soit (X, d) un espace métrique, K un compact et F un fermé de X tels que F ∩K = ∅.
Soit d(K,F ) = inf{d(x, y) : x ∈ K, y ∈ F}.

1. Montrer que d(K,F ) > 0.

2. Montrer que si l’on suppose de plus que F est compact, alors il existe x ∈ K et y ∈ F tels que
d(x, y) = d(K,F ).

Exercice 8.

1. Soit f : Rn → [0,+∞[ une fonction continue telle que f(x) −→
‖x‖→+∞

+∞. Montrer que f admet un

minimum.

2. Soit g : Rn → R une fonction continue telle que g(x) −→
‖x‖→+∞

0.

(a) Montrer que g est bornée.

(b) La fonction g atteint-elle nécessairement ses deux bornes ?

(c) Montrer que g atteint au moins l’une de ses bornes.

Exercice 9. Le but de cet exercice est de montrer le théorème d’Alembert Gauss : tout polynôme
non-constant à coefficients complexes admet une racine complexe.
Soit P un polynôme non-constant à coefficients complexes.

1. Montrer que la fonction f : C → R, z 7→ |P (z)| admet un minimum global. On note z0 ∈ C un
point tel que |P (z0)| = minz∈C |P (z)|.

2. Supposons que P (z0) 6= 0. On définit Q : C→ C, z 7→ P (z0+z)
P (z0)

.

(a) Montrer qu’il existe p, n ∈ N∗ deux entiers tels que 1 ≤ p ≤ n, et bp, . . . , bn ∈ C tels que

Q(z) = 1 +
n∑
k=p

bkz
k et bp 6= 0.

(b) Soit r > 0 et ϕ ∈ R tels que bp = reiϕ. Pour tout ρ > 0, on note zρ = ρei(π−ϕ)/p. Vérifier que
si ρ est suffisamment petit, alors |Q(zρ)| < 1.

3. Conclure.

Exercice 10. Un théorème de point fixe
Soit (K, d) un espace métrique compact et f : K → K une fonction telle que :

pour tout x ∈ K, tout y ∈ K tels que x 6= y, d(f(x), f(y)) < d(x, y).

1. Montrer que f a au plus un point fixe.

2. Montrer qu’il existe un élément a ∈ K tel que d(a, f(a)) ≤ d(x, f(x)) pour tout x ∈ K.

3. Montrer que a est le point fixe de f .

4. Soit x0 ∈ X, on définit la suite (xn)n≥0 par xn+1 = f(xn) pour tout n ∈ N. Montrer que
(d(xn, a))n≥0 converge vers une limite ` ≥ 0.

5. Montrer que ` = 0.

6. Énoncer le résultat démontré dans cet exercice.



Exercice 11. Théorème de Dini
Soit (K, d) un espace métrique compact et soit (fn)n∈N une suite décroissante de fonctions réelles conti-
nues sur K telles que (fn)n∈N converge simplement vers une fonction continue f . Quitte à remplacer fn
par fn − f pour tout n ∈ N, on peut supposer que f est la fonction identiquement nulle sur K.

1. Montrer que pour tout n ∈ N, il existe xn ∈ K tel que fn(xn) = maxx∈K fn(x).

2. Montrer que la suite (fn(xn))n∈N est décroissante.

3. Démontrer que fn(xn) −→
n→∞

0. En déduire que (fn)n∈N converge uniformément vers f sur K.

Exercice 12. Soit (E, ‖ · ‖) un espace vectoriel normé, A et B deux parties convexes de E.

1. Montrer que le plus petit ensemble convexe contenant à la fois A et B est

C = {(1− λ)a+ λb : a ∈ A, b ∈ B, λ ∈ [0, 1]}.

2. Montrer que si A et B sont compacts alors C est compact.

Exercice 13. Soit n,m ∈ N∗. Soit f : Rn → Rm une fonction continue.

1. On suppose que lim‖x‖→∞ ‖f(x)‖ =∞. Montrer que pour tout compact K de Rm, f−1(K) est un
compact de Rn.

2. Énoncer et montrer la réciproque de ce résultat.

Exercice 14.

1. En utilisant la fonction arctan, montrer que R est homéomorphe à l’intervalle ]− 1, 1[.

2. En déduire que l’on peut rendre R compact en ajoutant deux points −∞ et +∞.

3. Montrer que R est homéomorphe au cercle unité de R2 privé du point (−1, 0).

4. En déduire que l’on peut rendre R compact en lui ajoutant un seul point.

Exercice 15. Soit (K, d) un espace métrique compact, soit f : K → K telle que :

pour tout x, y ∈ K, d(f(x), f(y)) ≥ d(x, y).

Le but de l’exercice est de montrer que f est une isométrie bijective.

1. Montrer que f est injective.

2. Soit x ∈ K. Soit (xn)n∈N la suite définie par x0 = x et pour tout n ∈ N, xn+1 = f(xn).

(a) Montrer qu’il existe une fonction ϕ : N → N strictement croissante telle que (xϕ(n))n∈N

converge et telle que ψ : N→ N, n 7→ ϕ(n+ 1)− ϕ(n) strictement croissante.

(b) Montrer que limn→∞ xψ(n) = x.

3. Montrer que f(K) est dense dans K.

4. Montrer que pour tout x, y ∈ K, d(f(x), f(y)) = d(x, y).

5. Montrer que f est surjective.


