Université Claude Bernard Lyon 1 PCSI L2 - UE Math 3

Corrigé de la seconde session — Mardi 19 Juin 2018

Durée 2h

Réglement — Les calculatrices sont interdites. Les téléphones portables
doivent étre éteints. Il est permis de consulter une feuille de notes person-
nelles A4 recto-verso.

Exercice 1 [6 points = 141.54+1+1.5+1] — Soit

-1
A= 2 4 2
-1 0 3

1. Déterminer le polynéme caractéristique P4(X) de A.

2. En déduire les valeurs propres de A ainsi que le déterminant det A
et le noyau ker A.

3. Déterminer ’espace propre associé a la plus petite valeur propre de
A.

4. Soit {ey, ea, e3} la base canonique de R3. Montrer que 1’espace propre
associé a la plus grande valeur propre de A est engendré par ey et
e1 — e3. Quelle est sa dimension ?

5. Donner une matrice diagonale D et une matrice de passage P telles
que D = P7TAP.

Rép.— 1) On a

3-X 0 -1 sy .
Pa(X) = det 2 4-X 2 :(4—X)det< 1 3_X>
-1 0 3-X
Or
3-X -1\ _ s B
det( ] 37X)7X —6X +8=(X —4)(X —2).
Dot

Pa(X)=(2-X)4-X)

2) Les valeurs propres sont A\1 = 2 et A2 = 4. On a aussi det A = Pa(0) = 32. Ce



déterminant est non nul donc ker A est réduit a {0}.
3) La plus petite valeur propre est A1 = 2 et l’espace propre correspondant est Fx—o =
{v=(=z,y,2) | Av = 2v}. Notons que

3r—2z = 2« . = 2
Av =20 <= 20 +4dy 42z = 2y <— { _ o
—x+32z = 2z vy =

Si on note {e1,e2,e3} la base canonique, on obtient Ex—2 = Vect(er — 2e2 + e3).
4) La plus grande valeur propre est Ao =4 et Ex—a = {v = (z,y,2) | Av =4v}. On a

3r —z = Az
Av =4y = 2r+4y+2z = 4y <:>{z = —x
—x+3z = 4z

Par conséquent, v € Ex—4 si et seulement s’il s’écrit sous la forme v = x(e1 — e3) + yes
avec (z,y) € R2. Autrement dit Fa—y = Vect(er — e3,e2). Comme e1 — e3 et ez sont
linéairement indépendants, la dimension de Ex—4 est 2.

5) D’apres les questions précédentes

2 0 0 1 0 1
D= 0 4 0 et P = -2 1 0
0 0 4 1 0 -1

conviennent.

Exercice 2 [3 points = 0.54+1.5+1] —
Quelle est la nature des séries numériques suivantes ?
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Rép.— 1) Soit u, = ﬁ Puisque u, > 0 et u, ~ ﬁ, la série > un est de méme nature
que % > % Elle est donc divergente d’aprés la régle de Riemann (a = 1).
2) La série est & termes positifs. Soit u, = %, on a
Upt1  (n+ 1)1 ol (1)1 pl o p4d 10000
un  (n4 1)1 pl0000 T (p 4 1)p! pl0000 n n+1

Ce quotient a pour limite 0. Comme cette limite est < 1, on en déduit par la regle de

d’Alembert que la série converge.
3) Soit v, = vV/n+1—+/n, on a u, = (—1) et v, > 0 donc la série est alternée. En
multipliant par la quantité conjuguée, on remarque que

1

Up =
vn+1l++/n

2



ce qui montre que lim,— 400 vy, = 0. Puisque vn + 2+ vn +1 > +/n + 1+ /n pour tout
n € N, on déduit aussi que la suite (v,) est décroissante. La régle des séries alternées
s’applique et montre que Y u, converge.

Exercice 3 [5 points = 2.54+1414-0.5] On considére ’équation différentielle

y'(z) = 2zy/ () — 2y(x) =0 (E)

dont on cherche les solutions développables en série entiére au voisinage de
z€ro.
1. Montrer quesiy(z) = > 7 ; ana™ est une solution de (F) sur |—R, R,
R > 0, alors pour tout n > 0 on a

2a,
n+2

an+2 =

2. On suppose désormais que y(0) = 1 et 3'(0) = 0. Montrer que agp1 =
0 et agy = % pour tout p € N.

3. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere Y - et
oo z2P

p=0 F'

nOn'

en déduire le rayon de convergence de

4. Exprimer 32, agpr?P au moyen d’une exponentielle.

y'(z) = Znanaz et y'(z) = Zn(n — Danz"?
n=1 n=2

Soit h(z) = y"(z) — 2zy’'(z) — 2y(x). On a alors

h(z) = inn—lanxf —QxZnan —QZan
n(n—lan:r* —QZnan —ZZan
(n+2)(n+ 1)ant2z™ — 2 Z nanx” — 2 Z anx”

n=0 n=0

(n+2)(n+ Dans2 — 2(n+ an)z"
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Par conséquent, h = 0 entraine

(n+2)ant2 —2a, =0

2) On a ap = y(0) = 1 et a1 = 3’ (0) = 0. Il en résulte que tous les coefficients impairs sont



nuls et que agpi2 = %7 puis azp = 7.
3) Posons b, = %;. On a
|bn+l| _ n! _ 1

lbn] — (n+1)! n+1

Ce quotient a pour limite £ = 0, on en déduit par la régle de d’Alembert que le rayon de
2

convergence de cette série est +00. En remplagant X par x“, on en déduit que le rayon de

.2p 4,
convergence de Y °° ’“p—, est également +oo.
3 X _ [eS] _ z?
4) Puisque e™ =377, p, , on en déduit que 3°°° p, =e".

Exercice 4 [6 points = 14+241+1+1] Soit f la fonction 27-périodique
impaire définie sur [0, 7] par f(z) = z(7 — z). On note

+o0
Sf= % + Z ay, cos(nx) + by, sin(nx)
n=1
sa série de Fourier.
1. Tracer le graphe de la fonction f pour z € [—37, 37].

2. Montrer que le coefficient b, est donné par b, = ((—1)"*! + 1) %
(Indication : effectuer deux intégrations par parties).

3. Montrer que 'on a
Sf(x)= Z (=)™ + 1) 2 5 sin(nz)
n=1

4. Pour quel z € R a-t-on Sf(z) = f(z)?

(="

5. En déduire la somme de la série numérique Z m

6. En appliquant I’égalite de Parseval

2 oo 1 T
0 Z 2 2
calculer
i :
— (2n+1)%



Rép.— 2) On a
1 2m
b, = 7/ f(x)sin(nz)dz

- /f sin(na)d
_ 7({7f(xcos;n$] /f Jcosna) )

_ / Flo cos(nx)

car f(0) = f(w) = 0. Notons que f'(z) =7 — 2z sur ]J0,7[. On a

nb, = / f ) cos(nx)dx

2([romin] — [ =)

™

- = i d
e /. sin(nx)dx
puisque f”(z) = —2. Finalement
4 cos(nx)]” 4 il
by = — [T 2 g 1).
nzw[ n L n3w (=1 +1)

3). O.n a d’une part bap = 0 et byp1 = W et d’autre part a, = 0 car f est impaire.
Ainsi
8 = sin((2p + 1)x)
Sf@)=_> — s
i (2p+1)
4) La fonction f satisfait aux hypothéses du théoréme de Dirichlet. L’application de ce
théoreme montre que Sf(x) = f(z) sur tout R.

5) On a
E §§: 2n+1g_§°°
T (2n +1)3 7rn:0 2n+1
2 N
Or Sf(5) = f(3) = don
N Gt D
L (an+ 1P 32
6) On a
L (7 2 2 [T o 2
p f(x)de = . x°(m—x) dx
-7 0
A 3, .4
= ;/ (m72” — 2w 4+ 27 )dx
0
3 4 577
2T x x
= 7_2 0 —
s,



ainsi, ’égalite de Parseval s’écrit

4 oo o0 oo 2
T 2 2 8
— = = b
15 Z:; bn nz::O 2n+1 z:;) (2TL + 1)6ﬂ.2
d’ou
> 1 7°



