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Feuille d’exercices N◦11
Continuité et dérivabilité

Exercice 1 — Étudier la continuité des fonctions suivantes sur leur domaine de définition.

1. f : [0, 2]→ R définie par f(x) =
{
x2 si 0 6 x 6 1
2x− 1 si 1 < x 6 2.

.

2. f : R→ R définie par f(x) = x+
√
x2

x si x 6= 0 et f(0) = 1.

3. f : R→ R définie par f(x) = xE(1/x) si x 6= 0 et f(0) = 1, où E désigne la partie entière.

4. f : [−2, 2]→ R définie par f(x) = x2 sin(π/x) si x 6= 0 et f(0) = 0.

Exercice 2 — 1. Démontrer que si f : R→ R est une fonction continue telle que limx→−∞ f(x) = −∞
et limx→+∞ f(x) = +∞, alors f est surjective.

2. Soit P ∈ R[X] un polynôme de degré impair. Démontrer que P possède une racine réelle.

3. Donner un exemple de polynôme à coefficients réels et de degré pair qui n’admette aucune racine
dans R.

Exercice 3 — Démontrer qu’il existe x ∈
[
3π
4 , π

]
tel que

tanx+
x

3
= 0.

Exercice 4 — Soit f une fonction définie et continue sur le segment [0, 1] et telle que

∀x ∈ [0, 1], 0 6 f(x) 6 1.

Démontrer qu’il existe au moins un point x0 ∈ [0, 1] tel que f(x0) = x0.

Exercice 5 — Soient a et b deux nombres réels tels que a < b et soit f une application de [a, b] dans
[a, b].

1. Supposons que l’on ait

∀(x, y) ∈ [a, b]× [a, b], |f(x)− f(y)| 6 |x− y|.

Démontrer que f est continue, puis en déduire qu’il existe x0 ∈ [a, b] tel que f(x0) = x0.

2. Supposons maintenant que l’on ait

∀(x, y) ∈ [a, b]× [a, b], (x 6= y)⇒ (|f(x)− f(y)| < |x− y|) .

Démontrer qu’il existe un unique x0 ∈ [a, b] tel que f(x0) = x0.
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Exercice 6 — 1. Soit f : R→ R une fonction continue et périodique. Démontrer que f est bornée.
2. En utilisant le résultat précédent, calculer

lim
x→+∞

lnx

x((sinx)8 + (cosx)14)
.

Exercice 7 — Soit a ∈ Z. On considère la fonction

f : R× → R, x 7→ xa cos

(
1

x

)
.

1. Pour quelles valeurs de a la fonction f est-elle prolongeable par continuité en 0 ?
2. Lorsqu’il existe, à quelle condition ce prolongement est-il dérivable en 0 ?
3. Dans ce cas, la dérivée de f est-elle continue en 0 ?

Exercice 8 — Soit f la fonction définie sur [0, 1] par

f(x) =


0 si x = 0

x+ x lnx
1−x si 0 < x < 1

0 si x = 1.

1. Démontrer que la fonction f est continue sur [0, 1] et dérivable sur ]0, 1[.
2. La fonction f est-elle dérivable en 0 ? en 1 ?
3. Démontrer qu’il existe c ∈]0, 1[ tel que f ′(c) = 0.

Exercice 9 — Soit n > 1 un nombre entier et soit f : R → R une fonction n fois dérivable telle que
f (n) soit continue. On suppose que f s’annule en n+ 1 points distincts.
Démontrer que f ′ s’annule au moins n fois, puis que f (n) s’annule au moins une fois.

Exercice 10 — À l’aide du théorème des accroissements finis, démontrer l’inégalité

arctan t >
t

1 + t2

pour tout nombre réel t > 0.

Exercice 11 — À l’aide du théorème des accroissements finis, déterminer

lim
x→+∞

(
(x+ 1)e

1
1+x − xe

1
x

)
.

Exercice 12 — Soit f : [0, 1]→ R une fonction continue sur [0, 1] et dérivable sur ]0, 1[. Supposons en
outre que l’on ait f(0) = 0 et f ′(x) 6= 0 pour tout x ∈ [0, 1]. Démontrer que f a un signe constant sur
]0, 1[.

Exercice 13 — Soit f : [0, 1]→ R une fonction dérivable telle que f ′ soit continue sur [0, 1]. Supposons
en outre que l’on ait f(0) = 0 et f ′(x) > 0 pour tout x ∈ [0, 1]. Démontrer qu’il existe un nombre réel
m > 0 tel que

∀x ∈ [0, 1], f(x) > mx.
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