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Exercice 1 — 1. Cherchons tout d’abord une solution particuliere ny € Z de ce systeme de
congruences. Pour tout n € Z,

&

On obtient aisément une relation de Bézout entre 10 et 17 :

(mod 17)

2 / _ _ !
3 (mod10) & oK €Z n=2417k =3+ 10k

& kK e€Z, n=2+17k et 17k — 10K = 1.

17x3-10x5=1

donc nous pouvons prendre ng = 2 + 17 x 3 = 53.

Explicitons maintenant toutes les solutions du systeme de congruences. Pour tout n € Z,

n = 2 (mod 17) - n = ng (mod 17)

n = 3 (mod 10) n = ng (mod 10)
n—ny = 0 (mod 17)
n—ng = 0 (mod 10)

10jn — ng et 17|n — ng
ppem(10,17)
170|n — ng

n = ny (mod 170).

n—mno

(I

L’ensemble des solutions du systeme de congruences est donc
{n €Z|n=>53(mod 170)}.
2. Puisque 223 =2 (mod 17) et 223 = 3 (mod 10), nous avons
Vki, ko € Z, 223" =2M (mod 17) et 223" = 3" (mod 10).
Le calcul successif des puissances de 2 (resp. 3) modulo 17 (resp. modulo 10) fournit
2' = —1 (mod 17), donc 2® =1 (mod 17)

et
32 = —1 (mod 10), donc 3* =1 (mod 10).

Nous pouvons donc choisir
/Cl =8 et kg =4,



3. En écrivant 225 = 1 + 8 x 28, nous obtenons

223%5 =25 =2 x (2%)*® =2 (mod 17) et 223**° =3*° =3 x (31)°° =3 (mod 10).

3225

Le reste de la division euclidienne de 22 par 17 (resp. par 10) est donc égal a 2 (resp. a

3).
Les deux derniéres congruences signifient que 223%2% est une solution du systéme considéré
a la question 1. Nous en déduisons

223?% = 53 (mod 170)

et le reste de la division euclidienne de 223%*%° par 170 est donc 53.

Exercice 2 — 1. Pour tout z € R,
f@)=ze T -3=220"+1) < 22° - T2> +22+3 =0.
Cette équation admet 1 pour racine évidente et
2% —T2* + 20 +3= (2 —1)(22° =52 —3) = (x — 1)(z — 3)(2x + 1),

donc les deux autres racines sont —1/2 et 3. L’ensemble des points fixes de f est ainsi

113
97 :

2. Etudions les variations de f sur [1,3]. La fonction f est dérivable sur R et, pour tout x € R,

oy 10z
Fix) = (22 +1)%

Puisque f' > 0 sur [1, 3], la fonction f est strictement croissante sur ce segment ; par suite,
Veell,3], 1=f(1)<f(z)<[f(3)=3
et le segment [1, 3] est donc stable par f.

3. Raisonnons par récurrence sur l'entier naturel n. Puisque uy = v/2 € [1, 3], cet encadrement
est vérifié pour n = 0. Supposons qu’il soit établi pour un certain entier n € N ; alors

unt1 = f(un) € f([1,3]) € [1,3]

en vertu de la question précédente, donc cet encadrement est valable pour n + 1. Par appli-
cation du principe de récurrence, nous avons donc démontré ’assertion :

VneN, 1<u,<3.

4. Pour tout z € R,
22% — 7w + 2x + 3 r—3)(r—1)(2z+1
) w2 _ oDt
¢ +1 ¢ +1
En étudiant le signe de chacun des facteurs du numérateur et du dénominateur, on obtient
f(z) —x = 0 pour tout z € [1,3]. Puisque u,, € [1, 3] pour tout n € N,

un+1_un:f<un)_un20

et la suite (u,) est donc croissante.



5. La suite (u,) est croissante et majorée par 3, donc elle est convergente. Sa limite ¢ vérifie
les conditions

(>up=V2 et (= f(()
par continuité de f, donc £ = 3 d’apres la question 1.
Exercice 3 — 1. Pour tout (r,t) € R?,
o(r,t)] = |e"e”| = |e"] - [e"| = ¢ > 0

donc l'image de ¢ est contenue dans C*. Réciproquement, tout nombre complexe non nul z peut
s’écrire sous forme trigonométrique

z = |z|e? = e Fle? = p(In 2|, 0),

ou # € R est une détermination de I'argument de z, et donc appartient a I'image de . Au final,
nous obtenons
im(¢) = C*.

2. L’application ¢ n’est pas injective car

3. Pour tout (r,t) € R,

1 .= e = L
- - r it _ = iy \/i
o(r,t) T & ele \/§€ 1 & { it = i
1 us
& 7’:—§ln2 et tE—Z (mod 27)

donc

1
0 HA) = {<—§1n2,t) |3keZ, t= —% —|—2k7r} :
Pour tout (r,t) € R?,

¢(r,t) €iR < Re(e'e) =0 < € cos(t) =0 < cos(t) =0 & t =

bo |

(mod )

donc
T

o (B) = {(r,t) |3kez, t= §+lm}.

Exercice 4 — 1. Pour tous z; € U, et z5 € Uy,
(2122)" = 21°25" = (2)"(23)" = 1,

donc z129 € Uy,



2. (i) Puisque a et b sont premiers entre eux, pged(a, b) = 1 et 'on peut donc écrire une identité
de Bézout

l=av+bu

avec u,v € Z. En divisant cette égalité par ab, nous obtenons
1 _u, v
ab a b

(ii) Avec les notations de la question précédente, posons

2imTu 2imu

z71=e a €U, et zo=€ b .

Nous avons z; € U,, 25 € Uy et

2imtu  2imv u v . 2im
2imu  2iwv Uy v)9 2im
M(Z1,Z2)=Z122=€ a e b :6<a+b) Zﬂ-:eab_

Ainsi, 'image de p contient le nombre complexe e .
(iii) Tous les éléments de Uy, s’écrivent sous la forme e a avec k € Z.
Pour tout k € Z,

et donc

2imk (2iwku+2i7rkv) 2irku 2imkv 2imku 2imkv
e ab = e\ a b:eaeb:ﬂ@a)gbj

ce qui prouve que 'image de p est égale a Uy,
3. On a Card(U,,) = n pour tout n € N\ {0}, donc

Card(Ugy,) = ab

et
Card(U, x Uy) = Card(U,) x Card(U,) = ab
pour tous a,b € N\ {0}.

4. L’implication (i) = (ii) a été démontrée a la question 2(ii). Comme U, x U, et U, sont
deux ensembles finis de méme cardinal d’apres la question 3, 'application p est bijective
si et seulement si elle est surjective; cela fournit donc I'implication (i) = (iii). Supposons
finalement que p soit bijective. Il existe alors z; € U, et 25 € U, tels que pu(z122) = et
Choisissons des entiers k1, ko € Z tels que

2imky 2imko
Z1=€ a etzg=e 0

I1 vient

2im 2imky  2imkg k1 kYo,
e ab :M(21722)22122:€a€b :e( +b)”r

donc il existe k € Z tel que

21 2imk 2k
Zin _ dinhy | 2irks gy
ab a b

ab

En multipliant cette identité¢ par -, on en déduit

]_ = k’lb —I— k?ga —|— kab = CL]{/’Q + b(k’l + CL]C)

Comme ko et ky + ak sont des nombres entiers, cette identité implique pged(a, b) = 1. Nous
venons d’établir I'implication (iii) = (i), et ceci acheve la preuve de 1'équivalence des trois
assertions.



