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Exercice 1 : On considére les nombres complexes suivants : 21 = 1 +iv/3, 20 = 1 4+ et 23 = —.

z2
1. Ecrire z; et 29 sous forme trigonométrique.
2. Ecrire z3 sous forme trigonométrique, puis sous forme algébrique.
3. En déduire les valeurs exactes de cos 112 et sin ﬁ
Solution.
1. On a [z] = 12+\/§2 = V4 =2et |z = V12 +12 = V2. Soit argz; = ¢y et argzy = ¢y. Alors
3 1 2
sing; = \2f et cos¢p = 3 d’ou ¢ = g mod 27, et sings = cos ¢y = > d’oll ¢ = % mod 2.
Ainsi z1 = 2cosg —}—iZSing = 2¢'3 et 29 = \fcosf +z\fsm— \fe 4,
2.Z3:j—;—fe4—\fe(———) \fe( \@COS—+Z\/§51n12 et
2 14+iV3 (1+4v3)(1 —1) 1+f+z(\/§—1) 1+v3 , V3-1
29 141 (1+4)(1—1) 12 2 2
T 1+vV3 V24+V6 . om V3-1 V6—V2
3. cos — = = et sin — = = .
12 22 4 12 2V/2 4
Exercice 2 : Pour un entier n > 0 calculer
" /n
<k> cos(x + ky).
k=0
Solution.
n n i(z+ky) —i(z+ky) iz T —iz M
n _ n\e +e € n N n —iy\k
Z(k) cos(x—i—k:y)—Z(k) 5 —2Z<k)(e )+ 5 <k>(e )
k=0 k=0 k=0 k=0
ez’m ) e—im )
=—1+e")"+ —1A+e )"
2 2
_ ﬁeiny/Q(e—iy/Q + eiy/Q)n + 6_m e—iny/Q(eiy/Q + e—iy/2)n
2 2
i(z+ny/2) —i(z+ny/2)
= +26 2" cos™ % = 2" cos(x + %) cos” %
Alternative :

n

(Z) [cos(z + ky) + isin(z + ky)]) = Re(z ei(w-ﬁ-ky))

5 () st

=0 k=0
n

— Re(eix Z (Z) (eiy)k) — Re(e””(l + eiy)n) — Re(eimeiny/2(efiy/2 + eiy/2)n)

k=0
= Re(e!@+m/2) 9m ¢ogn %) = 2" cos(z + %) cos" %



Exercice 3 : Résoudre I’'équation du second degré suivante :
22— (T+i)z+12+3i=0.

Solution.On a A = (7 +14)? — 4(12 + 3i) = 49 — 1 + 14i — 48 — 12i = 2i = 2¢'™/2. Les racines carrées de A
sont donc §; = 2™/t — 1 4 et 09 = —1 — 4. Ainsi les solutions de 1’équation sont

7T4+14+1 ) 7T+7—(1 )
Zl:#:“i ot 22:“2(“):3.

Alternative pour le calcul des racines carrées : On pose (a + ib)> = A pour a,b € R. Alors

a? —b*=Re(A) =0, 2ab=Im(A)=2 et a>+b*=|A|=2.

1
Ainsi 2a® = 2b*> = 2. Donc a = 41 et b = — = +1 aussi (de méme signe). Alors § = £(1 + ).
a

Exercice 4 : Pour les transformations suivantes du plan complexe, trouver les points fixes et identifier la

transformation : \f V3
1 +
; 7(1 — ).

(@) z—3z+(2+1) (b)

Solution.

1. On calcule le point fixe. z = 3z 4+ (2 + i) donne z = —1 — /2. Le coefficient de z est 3, ce qui est réel.
11 s’agit donc d’une homothétie de centre —1 —i/2 et rapport 3.

1+ivE_ L V3 1-iv3 _ V3

2. On calcule le point fixe. z = 5 5 — (1 —¢) donne AR (1 —1)et
‘ o 143 ,
z:ﬁ(l—i):\/§+23(1—i):3+\/§+1(3 \/g).Le coefficient de z est +Z\/§:e”/3.
1-1iv3 1+3 4 2
Il s’agit donc d’une rotation de centre 3+ V3 +4@(3 —V3) et d’angle /3.

n
1
Exercice 5 : Pour n > 1, on note H,, = Z

= V2 + 1

1
1. Vérifier que la dérivée de la fonction argument sinus hyperbolique est (argshz)’ = N
x4 +
2. Démontrer que, pour tout n > 0 on a argsh(n) < argsh(n + 1) < H,, < 1+ argsh(n).
3. En déduire la valeur de la limite lim ———
n—oo argsh(n)’
1
4. On pose v, = Hy—argsh(n+1) pour n > 0. Vérifier que v, —v,—1 = Tl—[argsh(n—kl)—argsh(n)].
ns +
On admet le Théoréme des accroissements finis suivabnt :
Si f est dérivable sur [a,b], alors il y a ¢ €]a, b[ tel que f(l))_f(a) = f'(c).
—a
5. Etudier la monotonie de (v, : n > 1). En déduire que (v, : n > 0) est convergente.
Solution.
1. D’apres le cours, argshx = In(z + /22 4+ 1). Ainsi
14+ 2x 5 1 1
(argshx)’ _ (IH(JJ + 1'2 + 1))/ _ 2vVz2+1 _ vee+1+4+x _ .
r+vVa2+1l (z+Ve2+1)Var+1l Va4l

1 1 1 1
Alternative : argsh’z = —; = = = .
(sh’(argshz)  ch(argshx) \/shQ(argsh o)+ 1 ViZ+ 1




2. Pour n =0 on a argsh(0) =0 et Hy = 1 <1+ argsh(0). De plus, comme sh est croissant, argsh aussi,
d’on argsh(n) < argsh(n+1) pour tout n. Or, si [z] dénote la partie entiére de z, alors [z] < z < [z +1].
Ainsi pour n > 1 on a

n—1
1 " dx " dx
H, = = / > / ——— = argsh(n) — argsh(0)
kzzox/kQ—i—l 0o V0zl2+1 " Jo var+1

" dz - 1
= argsh(n 2/: ——=H, - 1.
() 0o Vr+12+1 ;\/k%rl "
Ainsi argsh(n + 1) < H,, <1+ argsh(n).
H 1 1
3. Onal< argsg(n) <1+ argsh(n)’ Comme argsh(z) est croissant et non borné, T}Ln;o(1+m) =1.
D’aprés le théoréme des gendarmes, lim —————— = 1.
n—oo argsh(n)
4.
Un = Un-1 = (Hy — argsh(n + 1) — (Ho_1 — argsh(n))
n 1 n—1 1
= Z —_—— ——— — [argsh(n + 1) — argsh(n)]

CVE2+1 VR4

o

1
= ——— — |argsh(n + 1) — argsh(n)].
T [arzsh(n + 1) — argsh(n)
5. Puisque argsh est dérivable sur [n, n+1], d’aprés les Théoréme des accroissements finis il y a ¢ €]n, n+1]

avec
argsh(n + 1) — argsh(n) 1

= h/ = .
(n+l)—n argsh’(c) = ==
1 1
> 0. La suite (v,), est donc croissante. Or,

T VRl JE+1
v, = H,, —argsh(n+ 1) < H,, — argsh(n) < n. La suite (v,),, est ainsi bornée, et convergente.

argsh(n + 1) — argsh(n) =

Puisque n < con a v, — v,_1




