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Exercice 1 : On considère les nombres complexes suivants : z1 = 1 + i
√

3, z2 = 1 + i et z3 =
z1
z2

.

1. Écrire z1 et z2 sous forme trigonométrique.

2. Écrire z3 sous forme trigonométrique, puis sous forme algébrique.

3. En déduire les valeurs exactes de cos
π

12
et sin

π

12
.

Solution.

1. On a [z1| =

√
12 +

√
3
2

=
√

4 = 2 et |z2| =
√

12 + 12 =
√

2. Soit arg z1 = φ1 et arg z2 = φ2. Alors

sinφ1 =

√
3

2
et cosφ1 =

1

2
, d’où φ1 =

π

3
mod 2π, et sinφ2 = cosφ2 =

√
2

2
, d’où φ2 =

π

4
mod 2π.

Ainsi z1 = 2 cos
π

3
+ i2 sin

π

3
= 2ei

π
3 et z2 =

√
2 cos

π

4
+ i
√

2 sin
π

4
=
√

2ei
π
4 .

2. z3 =
z1
z2

=
2ei

π
3

√
2ei

π
4

=
√

2ei(
π

3
− π

4
) =
√

2ei(
π

12
=
√

2 cos
π

12
+ i
√

2 sin
π

12
, et

z3 =
z1
z2

=
1 + i

√
3

1 + i
=

(1 + i
√

3)(1− i)
(1 + i)(1− i)

=
1 +
√

3 + i(
√

3− 1)

12i
=

1 +
√

3

2
+ i

√
3− 1

2
.

3. cos
π

12
=

1 +
√

3

2
√

2
=

√
2 +
√

6

4
et sin

π

12
=

√
3− 1

2
√

2
=

√
6−
√

2

4
.

Exercice 2 : Pour un entier n > 0 calculer

n∑
k=0

(
n

k

)
cos(x+ ky).

Solution.
n∑
k=0

(
n

k

)
cos(x+ ky) =

n∑
k=0

(
n

k

)
ei(x+ky) + e−i(x+ky)

2
=
eix

2

n∑
k=0

(
n

k

)
(eiy)k +

e−ix

2

n∑
k=0

(
n

k

)
(e−iy)k

=
eix

2
(1 + eiy)n +

e−ix

2
(1 + e−iy)n

=
eix

2
einy/2(e−iy/2 + eiy/2)n +

e−ix

2
e−iny/2(eiy/2 + e−iy/2)n

=
ei(x+ny/2) + e−i(x+ny/2)

2
2n cosn

y

2
= 2n cos(x+

ny

2
) cosn

y

2
.

Alternative :
n∑
k=0

(
n

k

)
cos(x+ ky) = Re(

n∑
k=0

(
n

k

)
[cos(x+ ky) + i sin(x+ ky)]) = Re(

n∑
k=0

ei(x+ky))

= Re(eix
n∑
k=0

(
n

k

)
(eiy)k) = Re(eix(1 + eiy)n) = Re(eixeiny/2(e−iy/2 + eiy/2)n)

= Re(ei(x+ny/2) 2n cosn
y

2
) = 2n cos(x+

ny

2
) cosn

y

2
.
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Exercice 3 : Résoudre l’équation du second degré suivante :

z2 − (7 + i)z + 12 + 3i = 0.

Solution.On a ∆ = (7 + i)2 − 4(12 + 3i) = 49− 1 + 14i− 48− 12i = 2i = 2eiπ/2. Les racines carrées de ∆
sont donc δ1 = 2eiπ/4 = 1 + i et δ2 = −1− i. Ainsi les solutions de l’équation sont

z1 =
7 + i+ 1 + i

2
= 4 + i et z2 =

7 + i− (1 + i)

2
= 3.

Alternative pour le calcul des racines carrées : On pose (a+ ib)2 = ∆ pour a, b ∈ R. Alors

a2 − b2 = Re(∆) = 0, 2ab = Im(∆) = 2 et a2 + b2 = |∆| = 2.

Ainsi 2a2 = 2b2 = 2. Donc a = ±1 et b =
1

a
= ±1 aussi (de même signe). Alors δ = ±(1 + i).

Exercice 4 : Pour les transformations suivantes du plan complexe, trouver les points fixes et identifier la
transformation :

(a) z 7→ 3z + (2 + i) (b) z 7→ 1 + i
√

3

2
z +

√
3

2
(1− i).

Solution.

1. On calcule le point fixe. z = 3z + (2 + i) donne z = −1− i/2. Le coefficient de z est 3, ce qui est réel.
Il s’agit donc d’une homothétie de centre −1− i/2 et rapport 3.

2. On calcule le point fixe. z =
1 + i

√
3

2
z +

√
3

2
(1− i) donne

1− i
√

3

2
z =

√
3

2
(1− i) et

z =

√
3

1− i
√

3
(1 − i) =

√
3 + i3

1 + 3
(1 − i) =

3 +
√

3 + i(3−
√

3)

4
. Le coefficient de z est

1 + i
√

3

2
= eiπ/3.

Il s’agit donc d’une rotation de centre
3 +
√

3 + i(3−
√

3)

4
et d’angle π/3.

Exercice 5 : Pour n ≥ 1, on note Hn =

n∑
k=0

1√
k2 + 1

.

1. Vérifier que la dérivée de la fonction argument sinus hyperbolique est (argshx)′ =
1√

x2 + 1
.

2. Démontrer que, pour tout n ≥ 0 on a argsh(n) ≤ argsh(n+ 1) ≤ Hn ≤ 1 + argsh(n).

3. En déduire la valeur de la limite lim
n→∞

Hn

argsh(n)
.

4. On pose vn = Hn−argsh(n+1) pour n ≥ 0. Vérifier que vn−vn−1 =
1√

n2 + 1
−[argsh(n+1)−argsh(n)].

On admet le Théorème des accroissements finis suivant :
Si f est dérivable sur [a, b], alors il y a c ∈]a, b[ tel que

f(b)− f(a)

b− a
= f ′(c).

5. Étudier la monotonie de (vn : n ≥ 1). En déduire que (vn : n ≥ 0) est convergente.

Solution.

1. D’après le cours, argshx = ln(x+
√
x2 + 1). Ainsi

(argshx)′ = (ln(x+
√
x2 + 1))′ =

1 + 2x
2
√
x2+1

x+
√
x2 + 1

=

√
x2 + 1 + x

(x+
√
x2 + 1)

√
x2 + 1

=
1√

x2 + 1
.

Alternative : argsh ′x =
1

(sh′(argshx)
=

1

ch(argshx)
=

1√
sh2(argshx) + 1

=
1√

x2 + 1
.
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2. Pour n = 0 on a argsh(0) = 0 et H0 = 1 ≤ 1 + argsh(0). De plus, comme sh est croissant, argsh aussi,
d’où argsh(n) ≤ argsh(n+1) pour tout n. Or, si [x] dénote la partie entière de x, alors [x] ≤ x ≤ [x+1].
Ainsi pour n ≥ 1 on a

Hn−1 =
n−1∑
k=0

1√
k2 + 1

=

∫ n

0

dx√
[x]2 + 1

≥
∫ n

0

dx√
x2 + 1

= argsh(n)− argsh(0)

= argsh(n) ≥
∫ n

0

dx√
[x+ 1]2 + 1

=
n∑
k=1

1√
k2 + 1

= Hn − 1.

Ainsi argsh(n+ 1) ≤ Hn ≤ 1 + argsh(n).

3. On a 1 ≤ Hn

argsh(n)
≤ 1+

1

argsh(n)
. Comme argsh(x) est croissant et non borné, lim

n→∞
(1+

1

argsh(n)
) = 1.

D’après le théorème des gendarmes, lim
n→∞

Hn

argsh(n)
= 1.

4.
vn − vn−1 = (Hn − argsh(n+ 1)− (Hn−1 − argsh(n))

=
n∑
k=0

1√
k2 + 1

−
n−1∑
k=0

1√
k2 + 1

− [argsh(n+ 1)− argsh(n)]

=
1√

n2 + 1
− [argsh(n+ 1)− argsh(n)].

5. Puisque argsh est dérivable sur [n, n+1], d’après les Théorème des accroissements finis il y a c ∈]n, n+1[
avec

argsh(n+ 1)− argsh(n) =
argsh(n+ 1)− argsh(n)

(n+ 1)− n
= argsh ′(c) =

1√
c2 + 1

.

Puisque n < c on a vn − vn−1 =
1√

n2 + 1
− 1√

c2 + 1
> 0. La suite (vn)n est donc croissante. Or,

vn = Hn − argsh(n+ 1) ≤ Hn − argsh(n) ≤ n. La suite (vn)n est ainsi bornée, et convergente.
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