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Exercice 1 : Soit z € C avec 2z # 1. On suppose que |z| = 1. On écrit z = z+iy avec (z,y) € R%
On a donc (z,y) # (1,0) et 2% + 3> = 1. Il vient :

I+2  (IL4a)+iy ((1+I)+iy)((1—$)+iy)

1—2 (1-2)—iy (1—2)?+y?
_ 04—~y ity til—ay 12’ -y 42y %
(I—2)+ g2 (1—2)+y?  (1—a) +y?

Donc (14 2)/(1 — z) est un imaginaire pur. Réciproquement, supposons que (14 z)/(1 — z) est
un imaginaire pur. Il existe donc a € R tel que (14 2)/(1 —2) =ia. On a alors 14+ 2z = ia(l — 2)
puis z = (—1 +ia)/(1 +ia). Le module de z est alors donné par :

| —1+ia]  1+a?
1 +ia] — 14a2

|z| = =1

Exercice 2 : Notons P(z) = 2* — (1 + 2i)2*> — (2 + i)z + i. Cherchons une racine réelle de ce

polynome. Pour z € R, on a :

P(z)=10
— - (1+2)2* - 2+i)r+i=0
— (® -2 —22)+ (22> -2+ 1)i =0.

En identifiant parties réelle et imaginaire de cette derniere inégalité, on en déduit que =z € R
vérifie P(x) = 0 si et seulement si = est simultanément solution des deux équations suivantes :

2 — 2% — 22 =0, (1)
— 22" —2+1=0. (2)

Les solutions de (1) sont 0, —1 et 2 et les solutions de (2) sont —1 et 1/2. On en déduit
que P(—1) = 0 (on aurait aussi pu trouver cette racine réelle directement en testant quelques
valeurs...). On peut donc factoriser P(z) par z+ 1. On cherche donc des nombres complexes a, b
et ¢ tels que pour tout z dans C l'on ait P(z) = (z+1)(az? + bz + ¢). En développant le membre
de droite de cette égalité et en identifiant les coefficients devant les monomes 1, z, 22 et 23, on
trouve @ = 1, b = —2(1 + i) et ¢ =i si bien que :

P(z) = (z+ 1)(2* = 2(1 +14)z +1).



Donc P(z) = 0 si et seulement si z = —1 ou 2 est une racine du polynéme Q(z) = 22 —2(1+14)z+i.
Trouvons les racines du polynome Q(z). Soit A son discriminant. On a A = 4(1 +1)? — 41 =
4(1 + 2 + i*) — 4i = 8i — 4i = 44. Cherchons les racines carrées complexes de A sous la forme
§ = x + iy avec (x,y) € R% On a [6]> = |A] et 6 = A donc les réels x et y sont solutions du

systeme :

On obtient que (z,y

1.2_y2:()’
2zy = 4.

= (v2,v2) ou (z,9) = (—v/2, —/2). Les racines carrées de A sont donc

Y)
V2(1 +1i) et —/2(1 +1). Les racines du polynéme Q(z) sont donc :

2(1+z)—\/§(1+z):2—\/§+l_2—x/§

= 2 2 2

201 +4) +vV2(1+1i) 2+vV2  2++2
5 = 5 +1 5

29 =

On en déduit que les solutions de P(z) = 0 sont —1, 2_2\/5 222 ot 2+2\/§ + i2+2\/§.
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Exercice 3 : Mettre de U'eau dans son vin

1. (a) Apres avoir versé la cuillere d’eau dans le verre de droite, la fraction volumique d’eau

dans ce verre est .
volume de la cuillere )

volume total (verre + cuillére) TV

En retirant une cuillere dans ce mélange et en la reversant dans le verre de gauche,
on ne change pas la fraction volumique d’eau dans le verre de droite donc :

o
V4o

dy

Apres manipulation, le volume d’eau dans le verre de gauche est g1V (par définition de
g1) et le volume d’eau dans le verre de droite est d;V (par définition de dy). Or on sait
que le volume total d’eau dans les deux verres est toujours V. Donc g1V + d,V =V
et on en déduit que g, = 1 — d;.

Apres manipulation, le volume d’eau dans le verre de gauche est donc ¢; V' = (1—d;)V'.
Dans le verre de droite il y a un volume d;V d’eau et donc un volume V — d,V =
(1 — dy)V de vin. On en déduit qu’il y a autant d’eau dans le vin que de vin dans
I'eau.

On réitere le raisonnement de la question 1. Apres n itérations du processus, la fraction
volumique d’eau dans le verre de droite est d,,. Ce verre contient donc un volume d,, V'
d’eau. A l'itération n+ 1 on préleve une cuillere dans le verre de gauche et on la verse
dans le verre de droite. Cette cuillere contient un volume d’eau égal a g,v. Ainsi, apres
avoir versé le contenu de la cuillere dans le verre de droite, la fraction volumique d’eau
dans ce dernier est :

volume d’eau dans la cuillere + volume d’eau dans le verre de droite  g,v + d,V

volume total (verre + cuillere) V4o
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En retirant une cuillere dans le verre de droite et en la versant dans le verre de gauche,
on ne change pas la fraction volumique d’eau dans le verre de droite donc :

guv +d, vV

dpyr =
i V+o

Apres l'itération n + 1, il y a un volume g¢,,,1V d’eau dans le verre de gauche (par
définition de g,11) et un volume d,, 11V d’eau dans le verre de droite (par définition
de d,11). Or le volume total d’eau est toujours V. Donc g,+1V + d,.1V =V d’ou
I'on déduit que g,+1 = 1 — d,,+1. Donc les suites (g,) et (d,) sont bien définies par :

go=1, do=0,
g + d,V
dny1 = W, Gn1 = 1 —dpy1, Vn > 0.

Soit n € N. On a :
Up+1 = Gn+1 — dn—l—l

=1—dpt1 — dpta
=1-—2d,1

gnv +d,V
=1=2 V+o
 V+wv—-2g0—2d,V
B V+o
V(1 —2d,)+v(1 - 2g,)
N V4w '

Or, on sait que g, = 1—d,,. Donc 1 —-2d,, = g, — d,, et 1 —2g,, = d,, — g,. On obtient
donc :
V(gn_dn)_v(gn_dn) V—w V—w

V4o V+v(g ) V—i—vu

Unp4+1 =

Donc la suite (u,) est une suite géométrique de raison r = (V —v)/(V + v).

Comme 0 < v < V on ar €]0,1[. De plus comme 4,41 = ru, pour tout n € N on a
U, = r"ug c’est-a-dire g, — d, = 7"(go — dp). Comme gy = 1 et dy = 0, on en déduit
que pour tout n € N, g, —d,, = r".

D’apres les questions 2.(a) et 2.(c), g, et d, sont solutions du systeme :

{gn+dn:1a

gn_dnzr .

On en déduit que pour tout n € N, g, = $(1 +r") et d,, = 3(1 —r™).

On déduit de la question précédente que pour tout n € N, g, > % et d, < % Il n’est
donc pas possible d’obtenir autant d’eau que de vin dans chacun des deux verres en
itérant le processus un nombre fini de fois. En revanche, en faisant tendre n vers +oo
on voit que g, — % et d, — % Donc, “a la limite”, au bout d’une infinité d’itérations,
il y a autant d’eau que de vin dans chacun des deux verres.



