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Exercice 1 : Soit X un ensemble, et A, B deux sous-ensembles de X. On appelle différence symétrique de
A et B, notée AAB, le sous-ensemble AAB ={x € AUB:x ¢ AN B}.

1. Interpréter les éléments de AAB dans un diagramme.

2. Montrer que AAB = (ANCxB)U(BNCxA), ou CxA désigne le complémentaire de A dans X.
3. Calculer AAA, AAND, AANX, ANCxA.

4. Démontrer que pour tous A, B, C sous-ensembles de X on a (AAB)NC =(ANC)A(BNC).

Solution.

1. AAB est la partie bleue dans le diagramme suivant :

A B

2. Soit x € AAB. Alorsx € AUB maisz ¢ ANB.Sixz € A alorsz ¢ B;six € B;alorsx ¢ A (car
sinon z € AN B). Puisque x € Aouz € B,onaxz € (ANCxB)U (BNCxA).
Inversement, soit x € (ANCxB)U (BN CxA). Donc soit x € Aet x ¢ B,or x € Bet x ¢ A. Dans
les deux cas, v € AUB et z ¢ AN B. Ainsi z € AAB.

On a montré AAB C (ANCxB)U(BNCxA) et (ANCxB)U(BNCxA) C AAB. On a donc égalité.
3. ADA={zxcA:x¢ A} =0 puisque AUA=ANA=A

AND={zx € A:x ¢ 0} = A puisque AUD=Aet ANQ=0.

ANX ={xeX 2 ¢ A} =CxApuisque AUX =X et ANX = A

ANCxA={zxe X :2¢ (0} =X puisque AUCxA=X et ANCxA=0.

(AAB)NC={zc€c AUuB:2¢ ANB}NC={zxc(AUuB)NC:x¢ AN B}
={ze(AnC)UBNC):2¢ ANB}={zec(ANC)U(BNC):2¢ ANBNC}
={ze(AnC)UBNC):z¢ (ANC)N(BNC}=(ANC)A(BNC)

ou la troisiéme égalité est par distributivité, et la quatriéme parce que pour x € C les conditions
r¢ ANBetx ¢ AN BNC sont équivalentes.

Exercice 2 : Soit f: X — Y une application. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
1. f est injective.
2. Pour toutes parties A,BC X on a f(ANB) = f(A)N f(B).

Solution. On a toujours f(AN B) C f(A) et f(ANB) C f(B), donc f(AN B) C f(A) N f(B). Soit f
injective. Siy € f(A)N f(B),illyaxr € Aet 2’ € Bavec f(z) =y = ( "); par injectivité = 2’ € AN B.
Donc y € f(AN B) et on a égalité.

Inversement, si f n’est pas injective, il y a x # 2’ avec f(x) = f(2') =y. On prend A = {z} et B = {2/}
Alors ANB =0, et f(ANB) =0#{y} = f(A)n f(B).
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1. Démontrer que, pour tout n > 1 on aIn(n+1) < H,, < 1+In(n). [Utiliser la définition de In(x) comme
intégral.|
n

2. En déduire la valeur de la limite lim .
n—o0o ln(n)

1 1
3. On pose v, = H, —In(n + 1) pour n > 1. Vérifier que v, — vp—1 = — —In(1 + —).
n n

4. Etudier la monotonie de (v, : n > 1). En déduire que (v, : n > 1) est convergente.

Solution.

1. Pourn>1ona
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puisque [t] <t < [t + 1], on [¢] dénote la partie entiére de ¢t. Ainsi In(n + 1) < H,, <1+ In(n).
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4. On a In(l + z) < z pour > 0. Avex x = — on obtient v, > v,_1 et la suite est croissante. Or,

n
v = H, —In(n+1) < H, —1In(n) <1 d’apres 1., et la suite est bornée. D’apreés le théoréme de la suite
monotone bornée, (v,) converge.

n o 1\k
Exercice 4 : On pose u,, = Z ( k:) , et on considere les deux suites extraites v, = ug, €t wy = Unt1-
k=1

1. Démontrer que les deux suites (vy,) et (wy,) sont adjacentes.

2. Conclure que la suite (uy) est convergente.

Solution.

LI S gt 1 1
e — = —
Untt = W = S T a3

C2n 41 242
et (wy,) est décroissante. De plus, v, — w, = — 07 pour n — oco. Ainsi (v,) et (w,) sont

1. vpy1 — vy = > 0. Donc (vy,) est croissante

2n+1
adjacentes.

2. D’apres le théoréme des suites adjacentes, lim v, = lim w, = ¢ (en particulier la limite existe). Donc
n—oo n—oo

lim w, = lim ug, = lim wug,+1 = £ et (uy) est convergente.
n—oo n—oo n—oo

Exercice 5 : Résoudre 'équation ch(z) = 2.

X+ X1

Solution.SoitX:e$>0.Alors#:2,d’oﬁX2—4X—|—1:0etX:2i 22 -1=2+4++/3.0n
1 23
note que A 22_\€_2—\/§. Ainsi z = In(2 £V3) = £1n(2 + V3).



