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Exercice 1 : On considére la fonction f définie par

sin x
14+sinz’

f(x)

On note I' sa courbe représentative dans un repére orthonormé.

. Etudier les variations de f sur l'intervalle | —

1. Quel est le domaine de définition de f7

2. Veérifier que f est périodique de période 2.
3.
4
5

Comparer f(m —x) et f(z). Y a-t-il une axe de symétrie pour I' ? Si oui, laquelle ?

T
|, puis déterminer la limite de f en ——.

2792 2

. Construire I' & l'aide des renseignements précédents.

Solution.

1.
2.

3 3
Il faut 1 +sinx # 0, donc sinz # —1, donc x ¢ 57 + 27Z. Le domaine est R\ (571 + 277Z).

sinz est périodique de période2mw,donc f(x) aussi. Il n’y a pas de période plus courte, car les points
hors domaine ont une période de 2.

f(m—x) = . jtf;r(; f>m) k| —S:I;i:c = f(z). Donc f est symétrique par rapport a l'axe z = g
, cosz(1 + sinx) — sinz cos cos T .
: = = A
(@) (1 +sinz)? (1 +sinz)? st
x ‘ -5 0 %
f@) | |0 2y
ffey| |+ 1 + 0
i 1 1
Ona lim f(z)= lim &: lim (1-—F—=1-— lim ——— =-
z——7 z—»-2 1+sine  2--% 1+sinz z—»-2 1 +sinx

. On construit d’abord I" sur | — 7/2,7/2]. On la déduit sur | — 7/2,37/2] par symétrie d’axe x = /2.

Enfin, on l'obtient sur R par périodicité de période 27, et donc par des translations de vecteur k27
avec k € Z. On obtient :




n

Exercice 2 : Montrer que Zch(km) _ ch(nz/2) sh((n + 1)z/2))

— sh(z/2)
Solution. On a
n " _kx —kx n n
e +e 1 k ok
Zch(ka:) =) — — = 5(2(69”) + Z(e “)F)
k=0 k=0 k=0 k=0
1 (ex)n-i-l -1 (e—x>n+1 -1 ) o
= 5( 1 + P ) somme géomeétrique
1 (ex)n-l—l -1 (e—m)n—l—l -1 1 (ex(n-l—l) . 1)6—38/2 . (e—a:(n—l—l) . 1)€J:/2
o i(ex/Q(ex/Q _ 6—:1:/2) e—x/Q(e—x/Q _ ex/2) 9 et/2 _ e—x/2
1 eac(n—‘r%) _ efx/Q - (e—x(n—l-% + e:c/2
- Q er/2 — g—/2
D’autre coté,
ch(na/2) sh((n + 1)a/2)) €l IRt R g calnty) _ g=w/2 _ (gmo(nty 4 co/2
sh(z/2) - eli—gme2 2 ev/2 — e—/2 ’

et on a bien égalité.

Exercice 3 : Montrer que pour toutes propositions P et (), I’énoncé
(P=Q)=P)=P
est une tautologie (c’est-a-dire toujours vraie).

Solution. On construit la table de vérité.
PlQ|P=Q|(P=Q=P|(P=Q=P)=>P

ViV |4 |4 Vv
VI|F F Vv V
v |4 F |4
F\|F v F V

La proposition ((P = Q)= P) = P est donc toujours vraie.

Exercice 4 : Soit f : R — R une fonction. Nier les assertions suivantes (en poussant la négation a l'intérieur
des quantificateurs) :

1. VzeR, f(zx)#0.

22.VM>0,3A>0,Va>A f(z)> M.

3.VzeR, (f(z) >0=2<0).

4¥e>0,37>0,V (2,y) € 1%, (o —yl < 5= @) — f)] < o).
Solution. Quant on pousse une négation & l'interieur d’un quantificateur, il change. De plus, la négation
d’une implication P — @ est P A =@Q. On a donc comme négations :

1. 3z eR, f(z)=0.

2.3 M>0,VA>0, 32> A, f(zx)<M.

3. dz eR, (f(z) >0Az>0).

4. 3e>0,Vn>0, 3 (x,y) €I? (lx—y| <nAlf(z) = f(y)] > ).

Exercice 5 : Démontrer que pour tout n € N on a 27! < n! < n™.
[Attention a Dinitialisation!|

Solution. Par récurrence sur n € N.
Initialisation : Pour n =0 on a 27! =
Powrn=1lona2"t=1<1=11<1=
Héreédité : On suppose n > 1, et 271 < n! < n". Alors

=2t o2<nl.(n+)=n+1)!<n" (n+1)<(n+ D" (n+1)=(n+1)"

1
2
1t

(La premiére inégalité utilise n > 1.) L’énoncé est ainsi vrai pour n + 1.
D’apres le principe de récurrence, I’enoncé est vrai pour tout n € N.



