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L’étudiant attachera la plus grande tmportance a la clarté, a la précision et a la concision de la
rédaction. 1l veillera a justifier soigneusement toutes ses réponses. Si un étudiant est amené a
repérer ce qui peut lut sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie et devra pour-
sutvre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

Les exercices sont indépendants et peuvent donc étre traités dans n’importe quel ordre. Au cours
d’un exercice, lorsqu’un étudiant ne peut répondre a une question, il lui est vivement recommandé
de poursuivre en admettant le résultat qui lui était demandé de démontrer.

Durée : 1h30. Les calculatrices ne sont pas autorisées.

Exercice 2 :

1. Déterminer si les assertions suivantes sont vraies ou fausses. Justifier vos réponses.
p
Cette assertion est fausse : prenons par exemple r = —1 € Q. r étant strictement

négatif il ne peut s’écrire comme quotient de deux nombres positifs.

(b) IreQ,VzeR, r+2€Q.
Cette assertion est fausse. Nous allons montrer que sa négation est vraie, a savoir :
Vre Q,3x € R, r+x ¢ Q. Considérons donc un nombre rationnel r € Q quel-
conque. On considere alors un nombre irrationnel  (par exemple x = 1/2). Alors
r + x est aussi irrationnel (on vérifie aisément que si r +x € Q, alors x € Q ce qui
est absurde). On en conclut que la négation de l’assertion (b) est vraie. En d’autres
termes, (b) est fausse.

(c)VreQ,3dzeR, r+2€Q.
Cette assertion est vraie : il suffit de prendre z = 0.

2. Donner la négation des assertions ci-dessus.
(2) IreQ,V(pg) N2, r# 2
q

(b) VreQ,dzeR, r+2¢Q.
(c) IreQ,VzeR, 7r+2¢Q.

Exercice 3 : On se propose ici de retrouver la valeur de la somme des carrés d’entiers.

Soit n € N*. On pose

51:Zk , SFZH , Sy=> K.
= = k=1

1. Montrer que Z (k+ 1 Zk?’ —1.
k=1
Il s’agit d’'une somme telescoplque :

n+1

ikﬂ de de de (n+1)%—-1.
k=1



2.

3.

n
Montrer que Z(k + 1)3 = 53+ 35, + 351 +n.
k=1
Indication : développer (k + 1)3.

n n

S (k+1)? = (K 43k +3k+1) = zn:k?’ + zn:?)/-c? + En::ak + En)
k=1 k=1 k=1 k=1

k=1 k=1
=53+35 +351 +n.

En déduire que 352 + 351 +n = (n+1)3 — 1.
n
D’apres la question 1., Z(k + 1)3 —S3=(n+ 1)3 — 1. Donc, d’apres ce qui précede

k=1
(S3+3S2 +351 +n) — S3=(n+1)3 —1, d’ou le résultat.

4. En utilisant I'exercice 1, en déduire la valeur de Ss.

D’apres la question précédente, on a : 3S3 = (n +1)2 — 1 —n — 35;. La question de
n(n+1)

> . On a donc :

cours a permis d’établir que S =
1
385 = (n+1)3 — (1 +n) —3"(”;)
1
_ ”; (2(n +1)2 — 2 — 3n)
1
- (”; ) (n(2n + 1)) .

On en déduit le résultat suivant :

Sy — ZkQ _ n(n + 1)6(2n +1) '
k=1

Exercice 4 : Composition et fonctions affines

1.

Montrer que la composée de deux fonctions affines est toujours une fonction affine.
On rappelle que les fonctions affines sont de la forme f(x) = ax+b, x € R, avec a et b deux

constantes réelles.
Soit f et g deux fonctions affines, définies respectivement par f(x) = ax + b et

g(z) = cx + d pour tout z € R. On a, pour tout = réel :
fog(x)=flcx+d)=alcx+d)+b=acx+ad+b.

h = fog s’écrit donc sous la forme h(z) = Axr+ B,z € Ravec A = acet B = ad+b.

. La loi de composition est-elle commutative pour les fonctions affines 7 Justifier votre réponse.

La réponse est non, il suffit de trouver un contrexemple. Considérons f et g deux
fonctions affines définies respectivement par f(z) = x—1 et g(x) = 2z + 1 pour tout
x € R. On vérifie que fog(0) = f(1) =0et go f(0) = g(—1) = —1, ce qui prouve
que fog#gof.

. On considére la fonction affine définie par f(z) = 2z + 1 pour tout = € R. Déterminer une

fonction affine g telle que f o g = id.



Considérons une fonction affine g définie par g(x) = cx+d, x € R. Notons que pour
tout r € R, on a :

fog(x)=flcx+d)=2(cx+d)+1=2cx+2d+1.

La condition f o g = id se réécrit f o g(z) = x,Vzx € R. Par identification, on déduit
de 1’égalité précédente que 2c =1 et 2d+1 =0, c’est a dire c=1/2 et d = —1/2

1 1
Exercice 5 : On considére la fonction g définie par g(x) = In (1 i x) - —.
—x x

1. Donner ’ensemble de définition maximal de g.
e > 0 et x # 0. On en déduit le domaine de

1
g(x) est défini si et seulement si .
définition de ¢ : | — 1,0[U]0, 1].

2. La fonction g est-elle paire ? impaire ? Justifier votre réponse.
Soit = €] — 1, 0[U]0, 1]. Notons tout d’abord que 'on a :

— X

g(ac)zln(ii_z)—;:ln(l—l—x)—ln(l—x)—i. (1)
On en déduit :
g(—z) =In(1 —2z) —In(1 +x) — —ix =— <ln(1 +z)—In(l—z)— i) =—g(z).

On en déduit que g est impaire.

3. Déterminer la dérivée de g.
En utilisant (1), on a, pour tout z €] — 1,0[U]0, 1] :

1 1 1 22A-z)+221+2)+ (1 +2)(1 —2z) 22 +1

d@) =ttt 20+ 2)(1- ) B (R

4. Etudier les limites de g aux bornes de ’ensemble de définition et dresser le tableau de varia-

tions de g.
On se base encore sur 'expression (1). On a lim+ In(1+4 z) = —oo, d’ou l'on tire
r——1
1
lim g(z) = —oo. D’autre part, lim — = —oo, et donc lim g(x) = +oo. La
T——17F =0~ T =0~

fonction g étant impaire, on en déduit lim g(z) = —oco et lim g(z) = +oo.
z—07t z—1—

5. En déduire que I’équation g(x) = 0 admet une unique solution sur l'intervalle |0, 1].

D’apres ce qui précede, on a lim g(z) = —oo et lim g(x) = +oo. La fonction g
z—0+ T—1-
étant continue sur ]0,1[, le théoréme des valeurs intermédiaires assure l'existence

d’une solution & ’équation g(x) = 0 sur cet intervalle. De plus, g étant strictement
croissante sur cet intervalle, cette solution est unique.



