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Premiére partie

ALGEBRE






Chapitre 1

Fractions rationnelles

1.1 Deéfinitions

Les fractions rationnelles font suite aux polynomes que vous avez étudiés
au Semestre 1. La encore l'esprit est algébrique plutot qu’analytique. II ne
s’agit pas d’étudier les propriétés exactes des fonctions rationnelles (graphes,
limites, dérivées etc.), mais plutdt les propriétés algébriques de ces fonctions :
manipulation des expressions, simplifications, etc. Avec un objectif majeur :
la décomposition en éléments simples. C’est une représentation trés pratique
et trés simple des fractions rationnelles ; la principale application est le calcul
des primitives. En effet, & la fin de ce chapitre nous serons capable de calculer
la primitive de n’importe quelle fonction de la forme

P(x)
Q(x)

ou P et () sont des polyndémes. Par exemple

F(z) =

3rt—Tr+5
-2+ —12°

F(x) =

Aujourd’hui avec vos outils usuels de calcul de primitives, vous ne pouvez
en aucune maniére calculer une primitive (ou une intégrale) avec une telle
fonction.

Nous pouvons attaquer les définitions.

Définition 1 Une fraction rationnelle sur un corps K (qui sera Q, R ou C)
est une expression formelle de la forme
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ot P et Q sont des éléments de K[X].

On comprend cette expression comme un quotient de polyndémes avec les
propriétés algébriques qui en découlent, en particulier on identifie deux frac-
tions rationnelles

si et seulement si
P1(X)Q2(X) = Po(X)Q2(X)

au sens de l’égalité dans K[X].
L’ensemble des fractions rationnelles sur le corps K est noté K(X).

Proposition 1.1.1 Toute fraction rationnelle f(X) peut s’écrire

FX) = 5]

avec PAQ =1 et Q unitaire. L’écriture de F' sous cette forme est unique.

Démonstration Si F(X) = P(X)/Q(X) et que D = P A Q, on alors
P=P DetQ=Q;Ddonc f=(P,D)/(Q D). Mais avec la définition de
I'égalité des fractions rationnelles, cette fraction est aussi égale & P;/Q);.

On peut aussi factoriser le coefficient de plus haut degré de @) et simplifier
le quotient, cela rend () unitaire. Nous avons prouvé l'existence de cette
représentation de f.

Pour I'unicité, par 1'absurde supposons que F' = P;/Q; = P»/Qs sont
deux représentations de F' avec ces propriétés. On a donc P, Qs = P, )y,
donc Q9 divise P, ()1, mais comme (o A P, = 1 on a (), divise ()1, par le
Théoréme de Gauss pour les polynémes. De la méme fagon on montre que ()4
divise ()2, donc les polynomes Q1 et () sont égaux & un facteur scalaire prés.
Mais comme ils sont tous deux unitaires, ils sont donc égaux. On obtient
ensuite facilement que P; et P, sont aussi égaux. O

Les polyndmes usuels (P(X) € K[X]) sont vu comme des cas particulier
de fractions rationnelles, en les identifiant & la fraction rationnelle P(X)/1.

Définition 2 Les opérations de somme et de produit pour les fractions ra-
tionnelles sont définies comme suit : si F(X) = P (X)/Q1(X) et G(X) =
Po(X)/Qs(X), on pose

Pi(X)Q2(X) + P(X)Q:(X)
Q1(X)Q2(X)

F(X)+G(X)=
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et

Ce sont encore des éléments de K(X).
Muni de ces lois (K(X),+, x) est un corps commutatif (remarque cultu-
relle, hors programme).

Définition 3 On appelle degré d’une fraction rationnelle F = P/Q, la quan-
tité
deg F = deg P —deg @,
ou deg P et deg () sont les degrés usuels de P et () en tant que polynomes.
Notez que deg F' appartient a Z. et pas seulement a N.

Proposition 1.1.2 Le degré de F' ne dépend pas de la représentation de F
sous la forme P/Q.
On a les mémes propriétés que pour les polyndémes, a savoir

deg (F' + G) < max{deg f,deg g}, deg FG =deg f +deg g.

Démonstration Si F' = P,/Q; = P»/Qq, alors PiQy = P,Q,, donc
deg (P1Q2) = deg (P2Q1), c’est a dire deg P, + deg Q2 = deg P» + deg Q.
Ce qui donne finalement deg P; — deg Q1 = deg P, — deg ()3. Ce qui prouve
que deg F' ne dépend pas de la représentation f = P/Q.

La formule de degré du produit est laissée en exercice. Faisons le cas de
la somme. On a

deg '+ G = deg P1Q2 + Q1 — deg Q1Q:
< max{deg P1Qy,deg P} — deg Q1 — deg Q2
= max{deg P, + deg Q2,deg P, + deg @1} — deg Q1 — deg Q- .

On distingue les deux cas :

—sideg Py+deg Q2 < deg Py+deg Q1 (ce qui revient a deg F' < deg G),
alors le dernier membre ci-dessus vaut deg P, +deg Q)1 —deg Q1 —deg Qs =
deg G,

—si deg P +deg Q3 > deg P, +deg Q)1 (ce qui revient a deg f > deg g),
alors le dernier membre ci-dessus vaut deg P, 4+ deg () —deg ()1 —deg ()s =
deg F.

Donc au final deg F'+ G < max{deg F,deg G}. O

Définition 4 Soit ' = P/Q € K(X) mis sous sa forme réduite. On appelle
zéros de F' les racines de P. On appelle poles de F les racines de ().

Les poles sont les points de K ou la fonction f n’est pas définie.

La multiplicité d’un pole xq de f est la multiplicité de xq comme racine

de ().
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Définition 5 On définit la dérivée formelle de la fraction rationnelle F' =

P/Q par
/ P/Q_PQI

C’est aussi une fraction rationnelle.

1.2 Décomposition en éléments simples

La premiére étape consiste a se ramener a des fractions rationnelles P/Q
ou deg P < deg Q.

Proposition 1.2.1 Soit F' € K(X), alors il existe un unique décomposition
F=F+G

ot E est un polynome (E € K[X]|) et G est une fraction rationnelle telle que
deg G < 0.

Démonstration On prend une représentation f = P/Q. Si deg P <
deg @ il n’y a rien & faire. Si deg P > deg () alors on effectue une division
euclidienne de P par (), ce qui donne une décomposition

P=FEQ+R
avec E, R € K[X] et deg R < deg Q. Cela donne

F=g+ 2
Q@
d’ou la représentation annoncée.

Montrons 'unicité de cette représentation. Si F' = E1 + G1 = FEy + Gy
sont deux décompositions de cette forme, alors £y — Fy = G — (G est de
degré strictement négatif, ce qui est impossible pour un polynéme, sauf pour

le polynéme nul. On a donc F; = Es et donc G = Gbs. ]
On traite maintenant chaque pole.

Proposition 1.2.2 Soit F' = P/Q une fraction rationnelle, avec un pole a

de multiplicité k. Soit Q € K[X] tel que Q(X) = (X — a)* Q(X). Alors, il
existe un unique couple R, S € K[X] tel que deg S < k et
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Démonstration Regardons tout de suite 'unicité. Si

R S R S
B S RS

r Q (X- a)k Q (X- a)k

on a alors

(R — Re)(X —a)f = (51 — 52)Q.

La racine a est de multiplicité au moins k£ dans le membre de gauche, alors
qu’elle ne peut étre que de multiplicité strictement inférieure dans le membre
de droite. Donc on a forcément R, — Ry = 0 et on obtient facilement 'unicité.

Montrons l'existence maintenant. Comme (X — a)* et () sont premiers
entre eux, il existe U,V € K[X] tels que P = U(X — a)* + V Q. On effectue
ensuite la division euclidienne de V' par (X — a)*, ce qui donne V = A(X —
a)® + B, avec deg B < k. On a ainsi

P=(U+AQ)(X —a)*" + BQ,

ce qui donne
U+ AQ B
= ke _
Q (X —a)k

C’est la décomposition annoncée. U

F

Définition 6 La partie S/(X — a)* dans le théoréme ci-dessus est appelée
partie polaire de F' associée au pole a.

On peut maintenant énoncer le premier grand théoréme de décomposition
en éléments simples.

Théoréme 1.2.3 (Décomposition en éléments simples dans C(X)) Pour
toute fraction rationnelle F = P/Q € C(X) avec

QIX) = (X —a)" ... (X —a,)*
il existe une unique décomposition

n

PV AL AL
F=E L 2 URRNEEAL R
+Zx?—m+a>mv+ +w>mw)

avec E € C[X] et tous les X € C.
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Démonstration On applique la proposition 1.2.1, puis on répéte la
proposition 1.2.2 pour obtenir la représentation

F:E+i# (1.1)

avec B, Ay,..., A, € K[X] et deg A; < k;. Il suffit maintenant de voir com-

ment s'effectue le passage de A;/(X — a;)% a
M A Ak,
il s R

Le polynome A; appartient a Cy,_1[X], la famille 1, (X —a;), ..., (X —a;)*1
est une base de Cy,_1[X] (car échelonnée), donc il existe A{,..., X, € C tels
que

ki1

A=) XX —a) (1.2)
j=1

Ce qui donne la décomposition voulue.

Montrons l'unicité. Si on a deux telles décompositions alors les parties
entiéres sont égales, en utilisant I’argument déja vu de degré strictement
négatif pour un polynoéme.

Ensuite, dans la proposition 1.2.2, la partie polaire de a est unique. Donc
la décomposition (1.1) est unique.

Ensuite la décomposition (1.2) est aussi unique car ¢’est une décomposi-
tion dans une base. On a montré I'unicité. 0

Dans R(X) la décomposition en éléments simples prend une forme diffé-
rente.

Théoréme 1.2.4 (Décomposition en éléments simples dans R(X)) Pour
toute fraction rationnelle F = P/Q € R(X) avec

QIX)=(X—a)" ... (X —a)™ (X?+ /X +7)" .. (X2 4B X +9m)'™

la décomposition de Q) en facteurs irréductibles de R[X], il existe une unique
décomposition

a N .
F=FE 1 e
+Zi:1 (X—al- X a0 T (X—az-)’%>+

+Z( mXtm o X )
=1

X2+ B X +

avec E € R[X] et tous les X, i, 1’ € R,
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Démonstration On décompose @) en facteur irréductibles dans C[X]
et on considére la décomposition en éléments simples associée, pour F', sur
C[X]. Comme F' est réelle, en particulier les racines de ) sont complexes
conjuguées. Il est alors facile de voir, en considérant F que les coefficients
)\j- de la décomposition de F' en éléments simples, sont conjugués pour les
racines conjuguées, i.e. de la forme

A A
+ — .
(X—2F (X2

Quand on regroupe ces deux termes on obtient quelque chose de la forme
P/(X? + BX + )" ol les polynomes sont réels maintenant et ot deg P = k.

En faisant des divisions euclidiennes successives de P par X? 4+ X + v
on obtient une représentation de P sous la forme

k
P=> DX’ +BX +7)

1=0

ou les D; sont de degré 1 au plus. Cela donne la représentation annoncée. [

1.3 Meéthodes pratiques

Nous allons passer en revue, a travers des exemples, des méthodes effec-
tives pour calculer ces décompositions en éléments simples.

1.3.1 La partie entiére

On rappelle ici briévement que la partie entiére de F' est obtenue en
effectuant la division euclidienne de P par (). On suppose donc dans la suite
que deg P < deg Q.

1.3.2 Multiplicité 1, degré 1

Regardons le cas ot les zéros de ) sont tous de multiplicité 1 et qu’il n’y
a pas de partie irréductible de degré 2. Typiquement
3X? —7X +5
(X+1)X(X-2)

F =

On sait que F' va se décomposer sous la forme

a b c
+—+

F = S
X+1' X (X-2
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Si on multiplie & gauche et a droite par (X + 1) on obtient

3X2—7X +5 +b(X—|—1)+c(X+1)
=a :
X(X -2) X (X —2)
En prenant X = —1, on trouve
15
— = q
3 Y
ie. a=>5.

De la méme fagon, en multipliant par X et en faisant X = 0 on trouve
b= —5/2. Enfin, en multipliant par (X — 2) et en faisant X = 2, on obtient
c=1/2. D’ou

3X2—7X 45 5  —5/2  1)2

X+DX(X-2) X111 X " (Xx-2°

1.3.3 Multiplicité quelconque, degré 1

Ici on regarde toujours le cas ou les partie irréductibles sont de degré 1,
mais avec multiplicité. La meilleure technique ici est celle des développements
limités.

Par exemple, si

4X?2 -3X +1
F(X)=
(X) X(X —1)2
on sait qu’on aura une décomposition en
a b c
F(X)=—=+ +

X X-1  (x-12

On va déterminer b et c. Notez que dans cette méthode cela se fait indépen-
damment de la connaissance ou non de a (que I’on obtient facilement d’ailleurs
par la méthode ci-dessus : multiplication par X, puis X = 0).

On multiplie tout par (X —1)? et on pose X =1+ h :

41+h)?=31+h)+1  a _
T h _1+hh +bh+c=c+bh+o(h).

On fait un développement limité & I’ordre 1 du membre de gauche (en h = 0) :
(44+8h—3—=3h+1+4+o0(h))(1—h+o(h)) =2+3h+o(h).

Ce qui donne directement b = 3 et ¢ = 2.
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On obtient a = 1 par la méthode du cas précédent, ce qui donne finale-

ment
4XQ_3X+1—1+ 3 N 2
X(X—-12 X (X-1) (X-172

Un autre exemple

1 a b c d e
==+ =+ =

FX)= .
(X) X3(X+1)?2 X X2 X3+X+1+(X+1)2

On multiplie par X2 et on pose X = h :

h? = ah® + bh + ¢ + o(h?).

d e
———— =ah®+ bh h
(h+1)2 o +C+h+1 +(h+1)2

On effectue un D.L. a 'ordre 2 du membre de gauche :

1

e 1— (2h+ h?*) + (2h + h?)* + o(h?) = 1 — 2h + 3h* + o(h?).

Ce qui donne a = 3,b=—-2,c=1.
On multiplie par (X + 1)? et on pose X = —1+ h :
1 a b
— h2i
(=1+h)3 (=1+h) (—=1+h)
On fait un D.L. & 'ordre 1 :

1
S

d
‘ h*+—+e = e+dh+o(h).

h2
2 +(—1 +h)3 h

=—1—-3h+o(h).

Ce qui donne e = —1,d = —3. Finalement

1 3,2, 1. =3 0 -l
X3(X+1)?2 X X2 X3 X+1 (X+12°

Il y a une méthode sans D.L., mais plus longue; la voici.

4X2—3X+1_a+ b N c
X(X-12 X (X-1 (X-12

On multiplie par (X — 1)? et on fait X =1 :

4X? 33X + 1
= i = S (X =1+ h(X = 1) +c,

et finalement ¢ = 2.
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On retranche 2/(X — 1)? des deux cotés :

4X? =3X+1 2 a b
X(X —1)2 (X—-12 X (X-1)

i.e.
4X2—5X+1_ a b

X(X-17 X X-1
Le membre de gauche doit se simplifier par X — 1 ... c’est le cas
4X —1 a b

XX-1) X (X=1

et 14 on sait faire, par substitution! (a =1, b = 3)

De la méme facon, on fait le deuxiéme exemple. On part de la forme

B 1 _a_l_b_'_c+ d L e
COX3(X 41?2 X X2 X3 X410 (X +1)2

F(X)

On multiplie par X3
1 d e

— = aX?+bX — X —

Gaap — X et X

et on fait X =0

X3

l=c.
On soustrait 1/X?
11 1-(X+1?2 —X -2
X3(X+1)2 X3 X3(X+1)2 X2(X+1)2
-X -2 a b d e

XX+ X X2 X4l (Xt

et on recommence : multiplication par X2, X = 0, donnent

b= —-2.
Ainsi de suite ...
-X -2 B —_2 o 2X+3
X2(X+1)2 X2 X(X+1)2
d’ou
a=3
puis

2X+3 3  —3X -4

X(X+12 X (X+1)2
etc.
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1.3.4 Cas général

Maintenant on incorpore les termes irréductibles de degré 2.
Commengons par

1 _aX—i—b_l_ c
(X24+1)(X—-1) X241 X-—1’

F(X)=
avec a, b, ¢ réels. On utilise la méthode de multiplication, substitution avec
une des racines complexes de X2 + 1 :

1 aX +b ¢

xX-1) + X-1’
et en faisant X =1

1

Comme a, b sont réels, on a directement a = b = —1/2. Ensuite on obtient
¢ = 1/2 par la méme méthode.

Dans un cas de multiplicité

X aX +b cX +d e

F(X)= =
M= errw iy ot e T X o1

On fait la méthode par substitutions successives (faire des D.L. dans C est
un peu délicat et hors programme) :

F(X):(XXfl)Q:(aX+b)(X2+1)+cX+d+ﬁ(X2+1)2’
puis X =1
—% =ca+d,
d’ott ¢ = 0,d = —1/2. On soustrait
X -1/2 1/2

(X2 12X —1)2 (X241 (X2+1)(X—1)2

On trouve facilement a = 0,b = 1/4, et ainsi de suite ...
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Chapitre 2

Espaces vectoriels

On aborde un chapitre absolument essentiel dans votre formation; des
notions vraiment nouvelles, pas toujours faciles et qui pourtant vont vous
suivre durant absolument toutes vos études et pour certains durant toute
leur carriére.

Avant de les attaquer je veux expliquer et motiver ce chapitre. En ma-
thématiques, une des grandes activités, a un niveau élevé comme celui que
vous atteignez, on ne regarde plus seulement des cas explicites (vecteurs dans
R2,R3, fonctions réelles, convergence dans C etc, mais on isole des structures
générales dans lesquelles des résultats identiques se reproduisent, on éta-
blit des théorémes généraux qui peuvent ensuite étre utilisés dans plein de
contextes différents.

Un exemple. Vous avez tous appris au lycée les vecteurs dans R? et peut
étre R3, vous avez appris leur structure de combinaison linéaires, peut-étre
méme abordé certaines applications linéaires (projection, symétrie, etc), vous
avez parlé de produit scalaire, de norme. Par exemple, vous savez que

|77 ] <[] [ -

Pouvez-vous imaginer que cela a un rapport avec une inégalité (que vous ne
connaissez pas, mais qui est vraie et trés utile) du genre suivant : pour toute
fonction f, g continue sur [a,b] on a

([ st dx)2 < ([ serar) ([ atwra):

Apparement pas ... et pourtant c’est la méme chose, le méme théoréme, qui
a trait aux espaces vectoriels munis d’'un produit scalaire et de la norme
associée. C’est le théoréme de Schwarz.

19
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Quel est le lien entre les vecteurs du plan et les systémes d’équations
linéaires & 5 inconnues 7 Quelles sont les maths utilisées par ’algorithme Pa-
geRank de Google pour classer les sites web par importance ? Quelles sont
les maths utilisées en mécanique quantique, en théorie quantique de 'infor-
mation, pour effectuer des téléportations quantiques ou bien des ordinateurs
quantiques ? La méme chose : les espaces vectoriels, les applications linéaires,
les matrices, les notions de vecteurs, de bases, de dimensions etc.

2.1 Structure d’espace vectoriel

Un espace vectoriel se définit d’abord sur un corps fixé. Cette notion n’est
pas en détail au programme pour vous, il faut juste savoir en gros ce que c’est.

Définition 7 Un corps est un ensemble K muni de deux lois internes : une
addition et une multiplication commutatives, associatives, la multiplication
est distributives sur l'addition, il y a des éléments neutres 0 et 1 pour ces
opérations et tout élément sauf 0 est inversible pour la multiplication.

Dans la suite on ne travaillera que sur les corps R ou C, éventuellement

Q.

Définition 8 Un espace vectoriel sur le corps K est un ensemble E muni
d’une loi d’addition interne +

+ . ExFE — FE
(x,y) — z+vy.

et d’une lov de multiplication externe -

KxFE — FE
A\zx) — Az
par le corps K et qui vérifie les axiomes suivants.
— laddition est commutative (x +y =y + x)
— laddition admet un élément neutre Op (Op +x =x)
— tout élément de E admet un inverse (appelé opposé) pour laddition (x +
(—z) = 08)

— pour tous a, f € K, z,y € F on a
(a+B) z=a-x+p x
o (8 7) = (af) -z
a-(z+y)=a-z+a-y
lxk-z==
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On dit que E est un K-espace vectoriel, les éléments de E sont appelés des
vecteurs, le vecteur Og est le vecteur nul, les éléments de K sont appelés des
scalaires.

Tout de suite des exemples.

— Le plan £ = R? avec les lois habituelles d’addition des vecteurs et de
multiplication par un scalaire :

x x xr+ 2 x Az 0
(y) " (y) (y +y’) | (y> (Ay) Lo (0)
— De la méme fagon, tous les ensembles du type R"™ (espace vectoriel sur

R), ou C" (espace vectoriel sur C), avec les lois d’addition coordonnée par
coordonnée et de multiplication scalaire aussi par coordonnée.

— Une extension de la structure sur R” est celle de 'espace vectoriel E = RY,
i.e. 'ensemble des suites (u,) dans R. Les lois d’espace vectoriel sont alors

(Un) + (vn) = (Un +vn) ; A (un) = (Auy) ; 0 = (0).

Je dis que c’est une extension du cas R™ car on voit bien qu’ici la suite (u,)
est traitée comme un vecteur

Uo
Uy

avec une infinité de coordonnées.

— Les espaces de fonctions admettent bien souvent des structures d’espace
vectoriel définie comme suit. Par exemple prenons E = R[X]. Les "vecteurs"
de E sont donc des polynomes. Les lois sont

P+Q =R avecR(X) = P(X)+Q(X) ; A-P =S avecS(X) = AP(X);

et Op est le polynome nul.

Notez bien qu’ici, si on écrit dans E une relation du type A- P+ pu-Q = Og
(par exemple, juste pour situer), alors cela signifie que le polynéme A- P+ p-Q
est le polyndme nul, i.e. que AP(X) 4+ pQ(X) = 0 pour tout X.

— On a les mémes structures d’addition et de multiplication scalaire sur des
espaces comme C([0,1]), C4[X], C>*(R), etc.

[f+9l(x) = f(@)+g(x) s [A-fl(@) =Af(z);  [0g](x) =0, Vo
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Il y a beaucoup d’axiomes a vérifier pour montrer qu’une structure (E, +, )
est un espace vectoriel. Mais il y a une situation courante pour laquelle il y a
peu de chose a vérifier : c’est quand votre ensemble F' est un sous-ensemble
d’un espace vectoriel E déja identifié. Dans ce cas I’ hérite de la structure
d’espace vectoriel de F, avec assez peu de conditions.

Définition 9 Soit E un espace vectoriel. Soit F' un sous-ensemble de E. On
dit que F' est un sous-espace vectoriel (dans la suite s.e.v.) de E si

-0 € F,

— pour tous \, u € K, tousx,y e Fona-x+pu-yekF.

Théoréme 2.1.1 Tout s.e.v. est un espace vectoriel.

La démonstration est facile et laissée au lecteur.
Typiquement, les sous-espaces vectoriels de £ = R3 sont
- F ={0}
— Toutes les droites passant par 0
— Tous les plans passant par 0

— F' = E tout entier.
Et c’est tout! (il est facile de voir que ce sont des s.e.v. de E, par contre
vous ne savez pas encore montrer que ce sont les seuls).

Dans la suite on arréte de noter le - du produit par un scalaire. On note
Ax au lieu de A - z.

2.2 Opérations sur les espaces vectoriels

Proposition 2.2.1 Soit E un espace vectoriel et F, G deuz s.e.v. de E. Alors
FNG estun s.ev. de E.

Démonstration Il suffit donc de vérifier que F' N G vérifie les deux
propriétés qui caractérisent un s.e.v.

Trivialement O € ® N G puisqu’il appartient aux deux espaces F, G.

Maintenant, soit A\, u € K et soit z,y € FNG. Comme x, y appartiennent
aFonalx+puy € F. De méme Az + py appartient & GG. Donc finalement
Ax + py appartient a FFNG. O

Il est important de noter que la méme propriété n’est plus vraie pour
I'union de s.e.v. En effet, il suffit de considérer n’importe quelles 2 droites
passant par 0, dans R?; leur union n’est pas un s.e.v., elle n’est pas stable
par somme de vecteurs.
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Définition 10 Pour tout s.e.v. F' et G de E on définit
F+G={f+yg; feFgeG}.

De la méme fagcon on définit la somme Y. | F; d’un nombre quelconque de
s.e.v. de F.

Proposition 2.2.2 F + G est un s.e.v. de E.

Démonstration Comme O =0 +0g, on a Og € F+G.
Soient z,y € F + G et A\, u € K. On sait en particulier que x = f + g et
y=f+¢ avec f,f' € Fet g,¢ € G. On a donc

Aedpy=Nf+pf)+Ag+ung).

Ce qui montre que Ax + py est bien un élément de F' + G.
On a prouvé que F + G est un s.e.v. de F. O

Définition 11 Soit A une partie quelconque d’un espace vectoriel E. On
appelle espace vectoriel engendré par A ["intersection de tous les s.e.v. de F
qui contiennent A. On le note Vect(A).
Ce s.e.v. existe car il y a toujours au moins l’espace E qui contient A.
Ce s.e.v est le plus petit s.e.v. de E qui contient A.

Proposition 2.2.3
Vect(FUG)=F+G.

Démonstration L’espace Vect(F U G) est le plus petit s.e.v. de E qui
contient F'U G ; d’autre part F' + G est un s.e.v. qui contient F' et G. Donc
Vect F'U G est inclus dans F' + G.

L’espace Vect(F' U 3) est un espace vectoriel qui contient F' et qui contient
G. Donc il contient tous les éléments de E de la forme f+g¢, f € F, g € G.
Donc il contient F' + G.

On a prouvé I'égalité des deux ensembles. O

Définition 12 Soient Fi, ..., F, des s.e.v. de E, on dit que la somme F' =
S F; est directe si pour tout x € F il existe une unique décomposition
r=x1+...+x,, 0uvx; € F;,1=1,...,n.

Dans ce cas on note cette somme F' = @} F;, ou encore Iy & ... D F,.

Proposition 2.2.4 La somme F =" | F; est directe si el seulement si la
seule décomposition possible de O sous la forme

Op=21+...+x,, avec x; € F;

est donnée par x; = 0 pour tout i.
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Démonstration Si la somme est directe, la décomposition de Og est
unique.

Inversement, si la décomposition de z dans ) . F; n’est pas unique, alors
en faisant la différence des deux décompositions, on obtient une décomposi-
tion non triviale de Og. O

Définition 13 Deux sous-espaces F' et G de E sont dits supplémentaires st
E=Fa&dG.

Autrement dit, si et seulement si pour tout v € E il existe un unique
couple (f,g) € F x G tel que x = f + g.

2.3 Bases, dimension

Définition 14 Soit E un K-espace vectoriel, soient vy,...,v, des vecteurs
de E, sotent A1, ..., \, des scalaires. On dit que le vecteur v = Z?:l A v; est
une combinaison linéaire des vecteurs v;.

Pour une famille infinie (v;);e; C E, les combinaisons linéaires des v;
sont les combinaisons linéaires finies d’éléments de cette famille.

Définition 15 Une famille {vy,...,v,} C E est dite génératrice dans F si
tout vecteur v € E est combinaison linéaire des v;.

Autrement dit, si Vect(vy,...,v,) = E.

Pour une famille infinie (v;)icr, la définition est la méme : Vect({v;; i €
I}) = E, i.e. les combinaisons linéaires finies des v; engendrent tous les
vecteurs de F.

Par exemple :
— Deux vecteurs non colinéaires sont générateurs dans R2.
— Un exemple de 4 vecteurs générateurs dans R3
— Les vecteurs X* k € N forment une famille génératrice de R[X].

— Les vecteurs X2+ X +1 et 3X% — X — 2 ne sont pas générateurs de Ry[X].
Ca engendre seulement les polynémes a X2+ 3X ++ tels que a—53+4v = 0.
Donc, par exemple pas X2

Définition 16 Une famille {vq,...,v,} de E est dite libre si la seule com-
binaison linéaire des v; qui vaut 0 est la combinaison nulle. Autrement dit,
st ZLI A v; = 0 entraine \; = 0 pour tout i.

Dans le cas d’une famille infinie, la définition est la méme, la seule com-
binaison linéaire finie des v; qui vaut 0 est la combinaison nulle.
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Par exemple :
— Deux vecteurs non colinéaires sont libres dans R2.
— Un exemple de 2 vecteurs libres dans R3
— Les vecteurs X*, k € N forment une famille libres de R[X].

— Les vecteurs X2+ X +1,3X2 - X —2, X +1, X2 —7X + 4 ne sont pas
libres dans Ro[X].

Définition 17 Une famille de vecteurs {vy,...,v,} (ou bien {v;; i € I})
est une base de E si elle est a la fois libre et génératrice.

Théoréme 2.3.1 51V = {vy,...,v,} (ou{v;; i € I}) est une base de F,
alors pour tout x € E 1l existe une unique décomposition

n
i=1

Définition 18 Ces uniques \; associés a x sont appelés coordonnées de x
dans la base V.

Définition 19 Si E posséde une base de cardinal fini, on dit que E est de
dimension finie.

Théoréme 2.3.2 Si E est de dimension finie, toutes les bases de E ont
méme cardinal.

Admis (un peu long et laborieux, mais pas compliqué au fond).

Définition 20 Si E est de dimension finie, ce cardinal unique des bases de
E est appelé dimension de E.
St E n’est pas de dimension finie, on dit qu’il est de dimension infinie.

Théoréme 2.3.3 (Théoréme de la base incompléte) Soit E un K-espace
vectoriel de dimension fini.

1) De toute famille génératrice de E on peut extraire une base de E. En
particulier toute famille génératrice a un cardinal > dim E.

2) Toute famille libre dans E peut étre complétée en une base de E. En
particulier toute famille libre a un cardinal < dim E.
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Démonstration
1) Soit W = {wy,...,w,} une famille génératrice de E. Si elle est libre,
c’est que c’est une base et c¢’est fini. Sinon, c¢’est qu’'un des w; s’écrit comme
combinaison linéaire des autres. Disons que c’est w,,. On le retire a la liste W
qui reste génératrice! Et ainsi de suite jusqu’a qu’on trouve une sous-famille
libre, qui sera génératrice par construction. Le procédé s’arréte forcement,
c’est clair.
2) Soit ¥V = {wy,...,v,} une famille libre dans E. On se donne une famille
W =A{w,...,wy,} génératrice de E et on applique 'algorithme suivant. Si
wy € Vect(V) on ne fait rien, si w; & Vect(V), on remplace V par V U {w }.
Cette nouvelle famille est libre aussi (car dire qu’elle est liée revient a dire
que wy € Vect(V)).

Ainsi de suite on répéte I'opération jusqu’a obtenir une famille libre et
génératrice (ce qui arrivera forcvement car si on épuise W on a bien une
famille génératrice. 0

Théoréme 2.3.4 Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit n =
dim E. Il y a équivalence entre les assertions suivantes.

i) {e1,...,en} est une base de E.

ii) {e1,...,en} est une famille libre de E.

iii) {e1,...,en} est une famille génératrice de E.

Démonstration i) implique ii) est trivial. Voyons ii) implique i). Si {ey, ..., e,}
est une famille libre de E, alors on peut compléter cette famille en une base
de £ : {e1,...,€en,€n41,...,m}. Mais toutes les bases de E doivent avoir le

méme cardinal, donc m = n et donc {ey, ..., e,} était déja une base de E.
Pour ’équivalence entre i) et iii) c’est le méme genre de raisonnement. [J

2.4 Dimension des sous-espaces

Théoréme 2.4.1 Si E est un espace vectoriel de dimension finie et si F' est
un sous-espace vectoriel de E, alors

dim F <dim FE .
Et on adimF =dim E si et seulement si ' = F.

Démonstration Soit {fi,..., f,} une base de F, c’est une famille libre
dans F', donc libre dans F, donc p < dim F.

Si dimF = dim E, ¢a veut dire qu'il existe {f1,...,f.} base de F,
en particulier libre dans E. Donc c’est une base de E et du coup E =

Vect({f1,...,fa}) = F. O
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Théoréme 2.4.2 (Formule de Grassmann) Si F, G sont des sous-espaces
de E alors

dim(F + G) =dim FF 4+ dim G — dim(F N G).

Démonstration On se donne une base {h4, ..., h,} de FNG. On compléte
cette famille en une base de F' : {hy,..., hy, f1,..., fu_q}. On fait de méme
pour G : {hy,....hg, g1, Gm—q}-

Les vecteurs f; (ainsi que leurs combinaisons linéaires) sont dans F' mais
pas dans G (car sinon ils seraient dans F' N G et ne seraient pas libres avec
les hj. De la méme maniére les vecteurs g; (et leur combinaisons linéaires)
sont dans G mais pas dans F.

Considérons la famille {1, ..., hq, f1, .-, fa—gs G1s - - - s Gm—q}- Elle est libre,
car si par exemple f; est combinaison linéaire des autres, on rassemble les f;
dans la combinaison linéaire et on trouve que cela forme un élément de G.
Ce qui ne peut pas étre le cas, on I’a vu. Cette famille est incluse dans F'+G,
elle est donc libre dans F' + G.

Elle est aussi génératrice de F'+G car elle permet d’écrire tous les éléments
de F' ainsi que tous les éléments de (G, donc tous les éléments de F' + G.

C’est donc une base de F' + G. 1l suffit maintenant de vérifier les dimen-
sions :

g+n—qgt+tm—qg=n+m-—gq.

Corollaire 2.4.3 Si F' et G sont en somme directe dans E, alors
dim(F & G) =dim F +dimG.

Théoréme 2.4.4 En dimension finie, tout sous-espace F de E admet un
supplémentaire. Et tous les supplémentaires de F' ont méme dimension.

Démonstration On prend une base {fi,..., f,} de F, on la compléte en
une base {fi,..., fy,e1,...,e,_p} de E. L’espace G = Vect({e1,...,e,—p})
est un supplémentaire de F car F'+ G = E et NG = {0}.

Pour la dimension c’est évident avec ce qui a été obtenu plus haut. [
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Chapitre 3

Applications linéaires

3.1 Définitions

Soient F, I’ deux espaces vectoriels sur K, on appelle application linéaire
de E dans F toute application v : E +— F qui vérifie

u(Ax + py) = Au(x) + puly),

pour tout x,y € B, A\, u € K.

On note L(E, F) 'ensemble des applications linéaires de £ dans F'. C’e’st
un espace vectoriel avec les opérations usuelles sur les fonctions.

Lorsque F' = K on dit que u est une forme linéaire. L’espace L(E,K) est
alors noté E* et appelé dual de F.

Lorsque F' = FE on dit que u est un endomorphisme de E. L’espace
L(E, E) est alors noté L(E).

Siu : E > F est linéaire et bijective on dit que c¢’est un isomorphisme
et l'espace des isomorphismes est noté GL(FE, F).

Siu : E+— F est linéaire et bijective on dit que c¢’est un automorphisme
et 'espace des automorphismes est noté GL(E).

Proposition 3.1.1 Siu € L(E, F) alors u(0g) = Op.

Démonstration
u(0p) = u(0x) = Ou(z) = Op .

Proposition 3.1.2
1) L’image d’un s.e.v. par une application linéaire est un s.e.v.

2) L’image réciproque d’un s.e.v. par une application linéaire est un s.e.v.

29
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3)Siue LIE,F) et ACE alors
u(Vect(A)) = Vect(u(A)) .

Démonstration

1) Soit G un s.e.v de E, si 21, 29 € u(G) et si Ay, Ay € K alors z; = u(x;) pour
un x; € E et

)\1 21+ )\2 Z9 = )\1 u(fE1) + )\2 U($2) = U()\l T+ )\2 [Eg).

Comme G est un s.e.v. on a Ay 1 + Ay o € G et donc Ay 21 + Ag 25 € u(G).
On a montré que u(G) est un s.e.v.

2) Soit H un s.e.v de F, si z1, 5 € u™'(H) et si A;, Ay € K alors u(z;) € H
et
w(A x1 + A x2) = A u(zy) + A u(zs)

appartient & H car c’est un s.e.v. Donc A; 21 + Ay 22 € u”*(H). On a montré
que u~'(H) est un s.e.v.

3) On a A C Vect(A) donc u(A) C u(Vect(A)) et finalement Vect(u(A)) C
u(Vect(A)).

Inversement, si x € u(Vect(A)), alors x = u(A;a; + ... + A\, a,,) pour des
Ai € Ketdesa; € A. Donc z = A\ u(ay) + ...+ Apu(a,) et x € Vect(u(A)).
0J

3.2 Noyau et image
On appelle noyau de u ’ensemble

Keru={z € E; u(zr)=0r}.

C’est un s.e.v. de E, d’aprés la proposition ci-dessus.
On appelle image de u I’ensemble

Im v ={u(z); v € E}.
C’est un s.e.v. de F.

Proposition 3.2.1
1) u est injective si et seulement si Ker u = {0}.

2) u est surjective si et seulement si Im v = F.
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Démonstration
2) est évidente, c’est la définition méme de la surjectivité.

1) Si w est injective et si # € Ker u alors u(z) = 0. Mais on a aussi u(0) = 0,
donc avec 'injectivité on a = 0 et on a montré que Ker u est réduit a {0}.

Inversement si Ker u = {0} et si u(zx) = u(y) alors u(x —y) = 0 et
x—y € Keru Dotz —y=0etz=y. On a montré que u est injective. [J

Proposition 3.2.2

1) Siw est surjective et si{es, ..., e,} est génératrice dans E, alors {u(e1), ..., u(e,)}
est génératrice dans F.

2) Siu est injective et si{ey, ..., ey} estlibre dans E, alors {u(ey), ..., u(e,)}
est libre dans F.

Démonstration

1) Siy € F alors y = u(z) pour un « € E. Ce z s’écrit x = ) . \; e; donc
y = ulr) =2 Aiule).

2) Si ), Aiu(e;) = 0 alors u(d, Nie;) = 0 et donc ) . \je; = 0. ce qui
implique \; = 0 pour tout 7. Il

Théoréme 3.2.3 Soit {eq,...,e,} une base de E et u € L(E,F).

1) u est injective si et seulement si {u(ey),...,u(e,)} est libre.
2) u est surjective si et seulement si {u(ey),...,u(e,)} est génératrice.
3) u est bijective si et seulement si {u(ey),...,u(e,)} est une base.

Démonstration Pour 1) et 2) on a déja fait un sens. Avec 1) et 2) on a 3)
trivialement.

1) Si{u(ey),...,u(e,)} estlibreet siu(x) =Oalorsz =Y Nje;et Y . A\ ule;) =
0. Donc les \; sont tous nuls et z = 0.

2) Si{u(er),...,u(e,)} est génératrice et siy € F alorsy = Y. A; u(e;), donc
y=u(d_;N\ie) et doncyelmu. O

3.3 Construction d’applications linéaires

Théoréme 3.3.1 Si {ey,...,e,} est une base de E et si {vy,...,v,} C F,
alors il existe une unique application linéaire u telle u(e;) = v; pour tout i.

Démonstration Pour tout # € E, on a x = ), \je; (et cette écriture
est unique!), on pose alors u(z) = ) . A\;v;. On vérifie facilement que c’est
linéaire. L’unicité est facile aussi. g
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Corollaire 3.3.2 Si deux applications linéaires coincident sur une base, alors
elles sont égales.
Deux espaces vectoriels de méme dimension sont isomorphes.

3.4 Rang

On appelle rang de u la dimension de Imu.
rgu = dimIm w.

Proposition 3.4.1

Siu € L(E,F) alors rgu < dim E, avec égalité si et seulement si u est
imjective.

Siu € L(E,F) alors rgu < dim F, avec égalité si et seulement si u est
surjective.

Démonstration
Soit {eq, ..., e, } une base de F, alors Im u = u(Vect(ey, ..., e,)) = Vect(u(ey),. ..
Donc la dim de Im u est < n. On a égalité si et seulement si dim Vect(u(eq), ..., u(e,

n, c’est a dire u injective.
Le fait que rgu < dim F' est trivial. Le cas d’égalité est évidement le cas
surjectif. ([l

Proposition 3.4.2 Siu € L(E,F) etv € L(F,G), alors rgvou < min{rgu, rgv}.
Démonstration On a
rgvou =dimIm vowu=dimv(u(F)) < dimv(F) =rgv.

D’autre part, vou = vj,(g) et en appliquant la proposition ci-dessus rgvou <

dimu(E). O

Théoréme 3.4.3 (Théoréme du rang) Soit u € L(E,F) et soit S un
supplémentaire de Ker u dans E. Alors la restriction de u a S est un iso-
morphisme de S dans Im wu.

Démonstration Notons v = ug. Alors v : S+ Im u et
Kerv={reS; u(x) =0} =KerunS={0}.

Donc v est injective.

Soit y € Im u, alors y = u(z) et se décompose = = a + b avec a € Ker u
et b € S. Donc y = u(a) + u(b) = u(b) = v(b). Donc y € Im v. On a montré
que Im v = Im u. Ainsi v est surjective. Finalement v est une bijection de S
dans Im w. O
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Théoréme 3.4.4 (Théoréme du rang) Siu € L(E,F) alors
dim F = dim Ker v +rg u.

Théoréme 3.4.5 (Théoréme d’isomorphisme) Si dimFE = dim F = n
et siu € L(E,F) alors on a équivalence entre

i) u est un isomorphisme

i) u est injective

ii1) u est surjective
w)rgu=n

v)Iv : F—E; vou=Idg
v)Iw : F— FE; uow=Idp

Dans ce cas on a

Démonstration

i) implique ii) trivial

ii) implique iii) c’est le théoréme du rang : n = rg u+dim Ker v donc Ker u =
{0} implique rg u = n.

iii) implique ii) c’est aussi le théoréme du rang.

iii) implique i) parce que iii) implique ii) et que iii)+ii) impliquent i).

iii) et iv) sont évidement équivalents.

i) implique clairement v) et vi).

v) implique ii) car si v o u est injectif alors u est injectif.

vi) implique iii) car si u o w est surjectif alors u est surjectif. Il

Proposition 3.4.6 Une application linéatre v : E +— F n’est jamais in-
versible si dim E' # dim F'.

Démonstration Si dim F > dim F, par le théoréme du rang dim Ker u =
dim £ —rg u > dim EF — dim F' > 0. Donc u n’est pas injective.

Si dim F < dim F, par le théoréme du rang rg u = dim £ — dim Ker u <
dim £/ < dim F'. Donc u n’est pas surjective. Il
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Chapitre 4

Calcul matriciel

4.1 Représentation matricielle des applications
linéaires

On se donne deux espaces vectoriels £ et F' sur le méme corps K ils
seront de dimension finie n et m respectivement, avec des bases fixées £ =
{e1,...,ent et F ={f1,..., fm}, respectivement.

Soit u : E — F une application linéaire. Pour tout + = 1,...,n, on a
u(e;) qui est un élément de F', donc il s’écrit dans la base F

u(e;) = Z uji f
j=1

pour des uj; € K.
Tout vecteur v € E admet des coordonnées dans la base £ : v = Z?:l v; €5,
que l'on note
01 U1
v = : , ouv =

Un Un

£
si le choix de base est clair. On a alors
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Autrement dit,

Y1

u(v) = | :

Ym)

n
Y = E Uik Vk -
k=1

On voit qu’on a ainsi une méthode pour calculer I'image de tout vecteur par
u.

avec

1) On construit un tableau de nombre {uw;;; i =1,...,n; j =1,...,m},
appelée matrice, de la forme suivante

Uyp U2 w13 ... Uin
U1 U2 U223 ... U2p
Uml Um2 Um3 ... Umn

Le tableau a n colonnes et m lignes.

2) Ses colonnes sont constituées des coordonnées des u(e;) dans la base F :

Uyl Uy;
U21 U2
u<61) = ) U(Gz) = '
Um1 Ui

3) Cette matrice agit sur les vecteurs de longueur n et les transforme en
vecteurs de longueur m, car u agit sur £ de dimension n et les transforme
en vecteurs de F', de dimension m.

Elle agit de la facon suivante :

Uipx U2 U113 ... Uin U1 n

U1 U2 U23 ... U2p (%) Y2
u(v) = : =1 .

Uml Um2 Um3 Umn (%9 Ym

avec

pour tout ¢ =1,...,m.



4.2. OPERATIONS SUR LES MATRICES 37

La matrice ainsi obtenue est appelée matrice associée a u dans les bases & et
F. On la note Mate #(u).

On note M, ,(K) I'ensemble des matrices a m lignes et n colonnes. Dans
le cas ou m = n on note ¢a simplement M, (K). Notez que M,,,,(K) est
I’espace des matrices qui vont d’un espace de dimension n vers un espace de
dimension m.

Proposition 4.1.1 Soient u,v € L(E,F), avec des bases £, F, de matrice
associée (u;;), (vij), alors pour tout X\, u € K, la matrice associée & Au+ pv
a pour coefficients

A Uy 5 + MU .

Soient u € L(E,F) et v € L(F,G), de bases respectives £, F,G, de di-
mensions respectives n,m,p et de matrices respectives (u;;) et (vi;), alors la
matrice de w =vou € L(FE,G) a pour matrice dans les bases €,G :

m
Wi = E Vik Ukj
k=1

1=1,...,p,9=1,...,n.

4.2 Opérations sur les matrices

On I’a vu ci-dessus, les ensembles M, ,,,(K) sont des K-espaces vectoriels.
On a une loi d’addition, une loi de multiplication scalaire, un zéro (qui est
la matrice nulle).

Les éléments de M, ,,,(K) agissent sur des vecteurs a m coordonnées (ou
encore des matrices dans M,, 1(K)) pour en faire des vecteurs a n coordon-
nées (€ M,,1), de la fagon suivante

Uy;p Uz U3 ... Uim U1 Y1
U1 U2 U2z ... U2m Vg Y2
Up1 Up2 Um3 ... Upm Um yn

avec
m
Yi = E Uij Vg
j=1

pour tout ¢ =1,...,n.
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On peut "multiplier" a droite des matrices A € M,,,»(K) par des ma-
trices B € M,,, ,(K) grace au produit qui est donné par la composition des
applications linéaires :

k=1

Ce qui donne une matrice AB € M,, ,(K).

Notez qu’en général, on ne peut pas considérer aussi le produit BA, si on
n’a pasn=m =p.

Sur les espaces M,,(K) on a aussi un produit interne (qui fait que M,,(K)
est ce qu’on appelle une algébre). Il s’agit du produit qui est donné par la
composition des applications linéaires :

k=1

Notez qu’en général on a
AB # BA.

Une matrice particuliére dans M., (K)

100 ...0
010..0
[d, =001 .0
000 ...1

C’est 'élément neutre de M,,(K) pour le produit matriciel.

Sur M,,(K) on a une notion d’inverse de matrice quand ¢a existe. On dit
que la matrice B est l'inverse de A € M,,(K) (quand ¢a existe) si

AB=BA=1d, .

Dans ce cas on note B = A~!. Notez que B est forcement unique et qu’il
suffit de prouver AB = Id,, ou bien BA = 1Id,, pour avoir l'autre égalité.
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Chapitre 5

Développements limités

Nous attaquons ici un chapitre fondamental de ’analyse : celui ot I'on va
aborder les développements limités. Il s’agit d’un outil incontournable pour
I’étude fine du comportement des fonctions, c’est un outil redoutablement
efficace pour le calcul de limites difficiles.

5.1 Comparaison de fonctions

Dans ce qui suit a est soit un réel, soit +oo.

Définition 21 On dit qu’une fonction f est négligeable devant une fonction
g au voisinage de a, s’il existe une fonction € telle que lim,_,,e(x) =0 et

fx) = e(z) g(x) .

On écrit alors que f = o(g) au voisinage de a, ou encore f = 04(g).

Par exemple 2 = o(x?) au voisinage de 0, puisque z° = x x 2% et que
e(x) = x tend vers 0 en 0. Ou encore 2% = o(x”) au voisinage de +oo, puisque
r? =% x 1/a3.

Je vous rappelle ici un théoréeme que vous avez vu au ler semestre, le
théoréme des croissances comparées, exprimeé ici en terme de négligeabilité.

Théoréme 5.1.1 Quelques soient o, 3,7 > 0 on a
(In(z))* = o (2") et 2’ =o0(e"),
au voisinage de +00 et on a
In(z)|* = o (277)

au voisinage de 0.

41
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Quelques propriétés et manipulations avec les o.

Proposition 5.1.2

1) Au voisinage de a, si f = o(g) et si g = o(h) alors f = o(h).

2) Au voisinage de a, si fi = o0(g1) et fo = 0(g2) alors fifo = 0(g1g2) .
3) Au voisinage de a, si fi = o(g) et fo = o(g) alors f1 + fo = 0(g) .
4) Au voisinage de a, si f = o(g) alors 1/g = o(1/f).

Toutes les démonstrations des résultats ci-dessus sont évidentes et laissées
au lecteur. Par contre, notez bien qu’il ne faut pas faire les erreurs suivantes.

—Si f1 = o(g1) et fo = o(g2) alors il n’est pas vrai que f1+ fo = 0(g1+92) .
En effet, au voisinage de 0, on a 22 = o(z) et —2% = o(—z + %) mais par
contre 2 — 2 n’est pas un o(x?).

— Avec les quotients de fonctions rien de général ne marche.

Notez qu’avec nos notations on écrit f = o(1) au voisinage de a pour dire
f tend vers 0 en a.

5.2 Equivalence de fonctions

Définition 22 On dit que f est équivalente a g au voisinage de a i

limﬁzl.

On note cela f ~, g, ou bien f ~ g au voisinage de a. Notez que c’est
équivalent o f = g+ o(g) au voisinage de a.

Théoréme 5.2.1

1) La relation ~ au voisinage de a est une relation d’équivalence entre fonc-
tions : elle est symétrique, réflexive et transitive.

2) Si f ~q g alors lim,_,, f(x) existe si et seulement si lim,_,, g(x) existe.
Dans ce cas les limites sont égales.

3) On peut prendre le produit, le quotient (si bien défini) et les puissances
des équivalents.

4) Stlim,_y, ¢(x) =a et si f ~, g alors fo @~y goo.

Démonstration

1) Le fait que f ~, f est une évidence.
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Si f ~, g alors f(x) = (14 e(x))g(z) ou lim,,, e(x) = 0. Mais dans ce
cas, en posant
(@)

‘O = e

onalim, ,,&'(z) =0et g(x) = (1 —€'(x)) f(z). Ainsi g ~, f.

Enfin, si f ~, get g ~, halors f = (1 +¢)get g = (1+¢)h dou
f=0Q+¢e+¢ +e€)h ce qui donne le résultat facilement.
2) On a g(x) = (1 4+ &(z)) f(z) donc lim,_, g(z) = .

é) Ona f(é(z)) = (14+e(o(x)))g(p(x)), mais lim,_ e(d(x)) = lim,_q e(z) =

3) Si f1 ~a g1 €t fo ~, go alors

fix) fa(x) = (1 +&1(2))(1 + e2(2)) g1 (x) ga()
= (1 +e1(z) + e2(x) + e1(w)ea(x)) g1 () ga() -
file)  1+e(x) gi(x)
fo(x) 14 es(z) go(w)

— (14 ai(@)(1 - () 2

On passe facilement aux puissances n € Z en itérant le résultat ci-dessus, du
coup on passe aux puissances rationnelles (si les fonctions sont > 0). Pour
les puissances quelconques, si f et g sont > 0 et f ~, g alors

Flx)* = @MU — om((14e@)g@) — gain(l+=) galn(g(a)

La limite de e®™1+@) quand & — a est clairement 1, d’ou le résultat. O
Les erreurs a ne pas faire avec les équivalents :

— En général on ne peut pas additionner (ou soustraire) des équivalents. Par
exemple 22— 1~y —x et T~ x, par contre x? %o 0

— On ne peut pas composer les équivalents par une fonction a gauche. Par
exemple 22 + x ~, ., 7%, mais

2
et donc e T L, o €®

Théoréme 5.2.2 (Equivalents importants en 0)
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e’ ~1+ux, e* =14z + o(x)
In(1+2x) ~ =z, In(l1+x) =+ o(x)
sin(x) ~ z, sin(r) = x + o(2?)
2 2
cos(z) ~ 1 — %, cos(z) =1— % + o(z?)
tan(z) ~ x, tan(r) = z + o(x?)
1 1
~ 14 ax, —— =14+axr+o(x).
(1+ax) (1+x)~ (@)

Pour I'instant nous donnons ces résultats sans preuve, ces formules seront
nettement améliorées (et prouvées) dans la suite.

5.3 Les formules de Taylor

La formule de Taylor et ses variantes, sont des formules qui disent que les
bonnes fonctions (C™, par exemple) peuvent étre correctement approchées
par des polynomes, en tout cas localement prés d’un point, et qu’en plus
on sait mesurer assez précisément l'erreur que ’on commet en faisant cette
approximation.

5.3.1 Un rappel concernant la dérivation
Rappelons un résultat du premier semestre.

Théoréme 5.3.1 Une fonction f définie au voisinage de xq est dérivable en
o st et seulement si

fxo +h) = f(xo) + hf'(x0) + o(h),
ou encore

f(@) = f(xo) + (x = x0) f['(x0) + oz — o).

Par exemple :

_ 67:1:+o(1)
et donc \n
lim (1 — —) =e 7
n—-+4oo n
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5.3.2 La formule de Taylor-Young

Lemme 5.3.2 Soit k € N et g une fonction dérivable au voisinage de 0. Si
¢/ (h) = o(h*) alors g(h) — g(0) = o(A¥+1).

Démonstration Par hypothése ¢'(h) = £(h)h* au voisinage de 0, ou & est
une fonction qui tend vers 0 en 0. En particulier, pour tout £ > 0, il existe
ho > 0 tel que pour |h| < kg on a |¢/(h)| < e |h|*. Notez qu’alors, pour tout
0 < |I| < || on a du coup |¢/(R')| < € |h|". Par Pinégalité des accroissements
finis on a alors
lg(h) = g(0)] < e[n]*".

En d’autre termes, la fonction g(h) = (g(h) — g(0))/h**1 tend vers 0 et donc
g(h) = g(0) = o(h**). O

Théoréme 5.3.3 (Formule de Taylor-Young) Soit f une fonction défi-
nie et n fois dérivable au voisinage de xy. Alors au voisinage de xy on

n ) (g
1) = o)+ 3 T (0 - )t o (e~ )

Démonstration Nous le montrons par récurrence sur n. On a vu qu’elle
est vraie pour n = 1. Supposons-la vraie au rang n — 1, on applique & f’ :

n—1 (k) Zo
Z(f) (z0)

£@) = F'eo) + 30

(x —20)" + 0 ((m — mo)”_l)
k=1

n—1 f(k+1)(x0)

k=1

(2 —z0)* + 0 ((x —20)"") .

On applique le lemme ci-dessus a la fonction

") ()
o) = flao+ ) — flzo) 3 TP e

" () L
) = £ )= 3 L 0

n—1 (k+1)
= f'(xo+ h) — Z ) k!(l‘o)

k=0

hk

=o(h™ ).

et comme ¢(0) = 0 on conclut que g(h) = o(h™) par le lemme précédent. O



46 CHAPITRE 5. DEVELOPPEMENTS LIMITES

5.3.3 Développements limités

On dit qu’une fonction f définie au voisinage de xy admet un développe-
ment limité a l'ordre n en xq si il existe des coefficients ag, . .., a, tels que

flz) = Z ai (z — 20)* + o((z — x0)")

k=0

au voisinage de xg.

Attention! On a vu que 'existence d’un développement limité a l'ordre
1 est équivalent a la dérivabilité. Cette propriété ne s’étend pas aux ordres
supérieurs a 1 : ce n’est pas parce qu'une fonction admet un développement
limité & 'ordre n qu’elle est n fois dérivable. Voyons cela sur un exemple.

La fonction f(z) = |z[**sin(1/x) est définie sur R*, elle est C* sur R*
et elle vérifie | f(z)| < |z”’%. Elle est donc prolongeable par continuité en 0
par une fonction f telle que f(0) = 0. Regardons la dérivabilité en 0. On a

sin(1/x)

f(2) = £(0) _ |

T

dont la limite est 0 quand x tend vers 0. Donc f est dérivable en 0 et f'(0) = 0.
Pour les autres valeurs de x on a

Fl(x) = 5 ’$|3/2 sin(1/x) — \:1:]1/2 cos(1/x) x>0,
—3 " sin(1/x) — |2['/* cos(1/x) @ <0.

En particulier
’ |1/2

f'() ; f'(0) _ g ‘x’1/2 sin(1/z) — x

cos(1/z).

A cause du second terme cette expression n’a pas de limite en 0. Notre
fonction n’est pas deux fois dérivable en 0. Pourtant

|f(@)] < |22

donc
f(z) = o(z?).

La fonction f admet bien un développement limité d’ordre 2 en 0.

Revenons sur les développements limités en général. Nous allons démon-
trer 'unicité du développement limité.
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Lemme 5.3.4 Soit P un polynome de degré n. Si P(x) = o(z™) au voisinage
de 0 alors P = 0.

Démonstration Soit P(z) = >,_ axz"* le développement de P. Supposons
qu’au moins un des ay est non nul. Soit p le plus petit indice tel que ay # 0.
Alors en divisant par z? on a

a, = — Z arr" P 4+ o(1).

k=p+1

Le membre de droite tend vers 0 quand z tend vers 0, donc a, = 0. Contra-
diction. Tous les a;, sont donc nuls. O

Proposition 5.3.5 Soit [ une fonction définie au voisinage de xy. St il
existe des coefficients aq, ..., a, et by, ..., b, tels que

fa) = ar (@ —x0)" +o((x — 20)") =D _ by (x — 20)* + o((x — 20)")

k=0 k=0

alors ar = by, pour tout k =0,...,n.

Démonstration On fait la différence des deux développements et on ap-
plique le lemme précédent. O

Le résultat suivant montre que le développement limité de f a 'ordre n
est la meilleure approximation de f au voisinage de 0 par un polynéme de
degré n.

Proposition 5.3.6 Soit f une fonction définie au voisinage de xq et possé-
dant un développement limité a l'ordre n en xq, de la forme f(x) = P(x —
zo) + o((z — x)™). Alors, pour tout polynome @Q de degré n, il existe § > 0
tel que

|[f (&) = P(x = zo)| < [f(2) = Q(x — o)

pour tout x tel que |x — xo| < 6.

Démonstration Si P = () alors le résultat est évident. On suppose donc

P#Q.
On sait que |f(z) — P(x — z0)| = o((x — x¢)"). D’autre part, comme P
et () sont différents on a

P(x — xg) — Q(z — z0) = ay(x — z0)? + o((x — x0)")
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pour un a, € R* et un p < n — 1. En particulier, on a

f(x) — Q(x — x) — ap(x — x0)? =
= f(x) — P(x — z0) + P(z — x9) — Q(x — z0) — ap(z — o)
=o((z — xo)?).

Donc il existe §; > 0 tel que
1£(&) ~ Qa — 20)| 2 lay(z — 20)’| ~ lol(z — 20)")| 2 2] o — 7
pour tout z tel que |x — zo| < ;. D’autre part
|f(z) = Pz — 20)| = o((x — x0)") = E() |& — xo|" " |2 — @]’
donc il existe aussi 6o > 0 tel que
1)~ Pl — o)l < 2 o

pour tout z tel que |z — x| < d2. En prenant § = min{d;, do} on a le résultat
annonce. U

5.3.4 Développement des fonctions usuelles

En application directe de la Formule de Taylor-Young on assez facilement
les développements suivants, qu’il faut connaitre par coeur.

Théoréme 5.3.7 Au voisinage de 0 on a

e :ZH—FO(I‘ ),
k=0

autrement dit

SRR T
On a
n _1k:—1
In(l+2) = ( k) ¥+ o(2") |
k=1
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autrement dit

2 373 (_1)n—1 " N
ln(l—ka:)—x—?—i—g— + o " 4 o(z")
On a
(1+2)° = a(a—l)(a—Qk?'. (a—k+1) 2+ o(z)
k=0 '

autrement dit

ala—1 ala—1)(a—2)...(a—n+1
(1+x)a:1+a$~|——(2 )$2+...—|— ( ) 7’2' ( )x”Jro(x”)
On a
cos(z) = <(2k:;! %% + o(z*"t) ],
k=0
autrement dit
x? ot (=" 5, 2n+1
cos(:c)zl—;—i—z—i— + (2n>‘x + oz
On a
"L (—1
Sil’l(ZE) — (2<k +)1)' l’Qk_H _’_0<m2n+2) ’
k=0
autrement dit
. a? P (_1)n 2n+1 2n+2
sm(a:):x—g—i—a—l—...%—mx + o(x*" %) |.
On a
_ —~ 1 2%k 2n+t1
ch(z) = 2 o] =+ oz |,

autrement dit

x x 1 n n
Ch(.ﬁlj‘)zl—i-?—i-z—f——i—wxz +O(.fl:2 +1) .
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On a
_ . 1 2k+1 2n+2
sh(z) = )’ +o(z™7) |,
k=0
autrement dit
x3 | a° 1 2n+1 2n+2

5.3.5 Taylor-Lagrange, reste intégral

Sous certaines conditions un peu plus fortes on peut dire plus de choses
sur le reste dans la formule de Taylor-Young.

Théoréme 5.3.8 (Formule de Taylor-Lagrange) Si f est C" sur [a, b
et n+ 1 fois dérivable sur |a,b[, alors il existe ¢ €|a,b| tel que

(b—a)* (b—a)"!

ﬂ@=ﬁﬁ0+§2 A O Ry e P AR O
Démonstration Soit
" (b — ) (b — z)"t!
g(z) = f(b) — f(x) — 2. f® () "

ou C' est une constante choisie telle que g(a) = 0 (ce qui possible car le
facteur devant C' est non nul en z = a.

On a aussi g(b) = 0 clairement. La fonction g est continue sur [a, b] et
dérivable sur ]a,b[. On peut donc appliquer le théoréme de Rolle : il existe
¢ €a, b[ tel que ¢'(¢) = 0. Mais on a aussi

g(z)=—fa) =Y (M F® (1) + (b—a)* f(k“)(x)) +

p (k—1)! k!
Lol
n!
= _M FOD(z) + CM .
n! n!
En particulier
0=g(e)= - e o0

n!
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ce qui donne

C = f"(c).

Du coup quand on écrit a nouveau g(a) = 0 on obtient la formule annoncée.

U

On a du coup une jolie estimation de 'erreur.

Théoréme 5.3.9 (Inégalité de Taylor-Lagrange) Si f est C" sur [a,b]
et n+ 1 fois dérivable sur |a,b|, alors si f™+) est bornée sur |a,b[ on a

£0) ~ pla) - S22 f(’“>(a)‘ <

k=1

(b B a>n+1 n

O up [ )]
(n + 1) z€a,b]

Enfin on termine par une autre formule exacte pour le reste.

Théoréme 5.3.10 (Formule de Taylor avec reste intégral) Si f est de
classe C™ ! sur [a, b] alors

n

10 = 1@+ 3 O gy 4 [T oy g

Démonstration La déonstration se fait par récurrence sur n. Pour n = 0,
la fonction f est C' sur [a,b] et donc

£(b) = fla) + / 7'(t) d

Donc I’assertion est vraie.
Supposons-la vraie au rang n — 1. Nous avons donc

10 = s+ X O )+ [ @,

On fait une intégration par parties dans l'intégrale :

b

"o gy o L= ="
/a (n—l)!f (t)dt_[ e (t)LJr/a ol FOD () dt

= O oy [T o

n! (n)!

Ce qui permet de terminer la récurrence. Il




52 CHAPITRE 5. DEVELOPPEMENTS LIMITES
5.4 Propriétés des développements limités

5.4.1 Opérations sur les développements limités

Proposition 5.4.1 Si f et g sont deux fonctions définies au voisinage de x
qut admettent des développements limitésa ['ordre n et p

n p
flao+h) =Y aph*+o(h"),  glwo+h)=>_ bh"+o(h?),
k=0 k=0

alors pour tous A\, u € R les fonctions \f + ug et fg admettent un dévelop-
pement limité a 'ordre ¢ = min{n, p}

q

(Af =+ ng) (o +h) =Y (Aay + pby) h* + o(h?) |

k=0

(fg)(zo + h) = chh’“ro (h9)

o

k
Cp = E ajbk,j.
J=0

Démonstration Supposons pour simplifier que n < p. On a donc

n

(Af + pg)(zo + h) = Z(Aak + puby,) B* + Z (b B* + o(h™) + o(hP) .
k=0 k=n+1

Les trois derniers termes du membre de droite sont des o(h™). D’ou le résultat
pour la somme.
De méme pour le produit :

f(:B()—i-h l’o+h (Z Qg hk) (i: bl hl) +O(hn) g(xo+h)+0(h”) f(xo—i—h) .

=0

Les fonctions f et g sont continues en xy donc bornées au voisinage de xq,

d’on
n

flao +h) glao+h) =Y Z agby BFT 4 o(h") .

k=0 =0



5.4. PROPRIETES DES DEVELOPPEMENTS LIMITES 53

Dans les puissances h**! qui apparaissent dans la double somme ci-dessus on
ne garde que les puissances < n et on regroupe

f(wo+ h) glzo + h) = ZZa]bk]h’“Jro(h")

k=0 7=0

g

Proposition 5.4.2 Soit g une fonction définie au voisinage de xq et f une
fonction définie au voisinage de b = g(xo). Si g admet un développement
limité a lordre p en xq et si f admet un développement limité a [’ordre n en
b alors f o g admet un développement limité a l'ordre ¢ = min{n,p} obtenu
en substituant les développements limités et en tronquant a ['ordre q.

Démonstration Comme g est continue en zy on a lim, ,og(zo + h) =
g(xo) = b. Donc

f(g(zo + h)) = f(b+ (g(zo + h) — b))
= ag(glxo + h) — b)* + o((g(wo + k) — b)?)
AN ax (Zbl hl) o((h + o(h))?)
d’ou le résultat. U

Proposition 5.4.3 Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de
xo et admettant un développement limité a l'ordre n et p respectivement. Si
g(xo) # 0 alors f/g admet un développement limité a l’ordre ¢ = min{n, p}.

Démonstration La fonction = — 1/x admet un développement limité de
tout ordre en tout point by # 0. Donc par le théoréme de composition des
développements limités la fonction 1/g admet un développement limité en 0,
a l'ordre p. Ensuite on applique le résultat sur les produits de développements
limités. U

Proposition 5.4.4 Soit f une fonction dérivable définie au voisinage de x
et telle que f' admette un développement limité a l’ordre n

f/(ﬂfo + h) = Z ag hk + O(hn) .
k=0
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Alors f admet un développement limité a l'ordre n + 1

n+1

Flwo+h) = f(xo +Z o(h"*) .
Démonstration Soit
n+1 a
g(h) = f(zo+h) — f(zo) = Y =4 h*
k=1

Par hypothese
g (h) = f'(zo+h) Z ap h* = o(h™).

On applique alors le lemme 5.3.2. O

Proposition 5.4.5 Soit f une fonction dérivable définie au voisinage de xq
admettant un développement limité a l’ordre n

f(x() + h) = Z ag hk + O(hn) .

k=0

St f' admet un développement limité a l’ordre n — 1 alors ce développement
est de la forme

fl(xo+h) = Zka RE1 4 o(h™Y) .

Démonstration On applique la proposition précédente a f'. U

Attention! Notez bien qu’ici on doit supposer 'existence d’un dévelop-
pement limité pour f’ car celui-ci n’est pas garanti par 'existence du déve-
loppement limité de f. Par exemple f(z) = |z**sin(1/z) est dérivable et
admet un développement limité a 'ordre 2. Mais sa dérivée n’admet pas de
développement limité a 'ordre 1.

5.4.2 Comportement local prés des points critiques

On rappelle que pour une fonction réelle f dérivable, un point critique
est un point zy tel que f'(zo) = 0. Ces points peuvent étre de 3 natures
différentes : un minimum local, un maximum local, ni 'un ni 'autre (du
type 22 en 0).
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Proposition 5.4.6 Soit f définie au voisinage de xo. St f admet un déve-
loppement limité au voisinage de xq de la forme

f(x) = f(zo) + a(r — 20)" + o((z — 20)")

avec a # 0 et p > 2. Alors
— si p est impair le point xo n’est ni un minimum, ni uN MATIMUM,
— st p est pair et a > 0 alors xy est un minimum local strict,

— st p est pair et a« < 0 alors xy est un maximum local strict.

Démonstration Si p est pair et a > 0, alors on a

% (z — 20)” + o((z — x0)?) > 0

deés que |z — x| est assez petit pour que
p a p
[o((z = @0)") < 7 (z = 20)".

Donc on a

F@) 2 J(@o) + 5 (& = a0 > f(0)

pour z suffisamment proche de z( et différent de xq. Cela prouve que zq est
un minimum local.

Le cas a < 0 se traite exactement de la méme facon.

Dans le cas p impair, supposons « > 0 (autre cas se traite de maniére
analogue). De la méme fagon que ci-dessus on a

o
f(@) > f(xo) + 3 (x — )" > f(20)
pour x suffisamment proche de xy et > xy. Mais lorsque = < xg on a
Q@
f(z) Zf($0)+§(37—3€0)p<f(950)-

Ainsi on voit bien que xy n’est ni un minimum local, ni un maximum local.

U

Proposition 5.4.7 Soit f définie au voisinage de xy. Si f admet un déve-
loppement limité au voisinage de xo de la forme

f(@) = f(wo) + f'(20)(x — 20) + alx — x0)" 4 o((x — 20)")

avec a # 0 et p > 2. Alors
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— si p est impair le graphe de f traverse sa tangente en (xo, f(xg)) (o est
un point d’inflexion),

— st p est pair et o > 0 le graphe de f reste localement au-dessus de sa
tangente en (o, f(xg)),

— st p est pair et a« < 0 le graphe de f reste localement en-dessous de sa
tangente en (xq, f(xg)).



Chapitre 6

Intégration

L’intégrale est un des plus beaux et des plus puissants objet mathéma-
tique. Il s’agit sans aucun doute d’une des plus belles inventions de I'esprit
humain. En effet, il s’agit tout d’abord d’un pure création de 'esprit au sens
ol c’est un objet limite, obtenu en passant a la limite sur des subdivisions
etc, pas un objet qui existe dans la nature (ou du moins ¢a se discute!).
Ensuite c¢’est un objet qui permet de calculer des choses trés compliquées :
pratiquement toutes les surfaces. Imaginez comment on s’y prenait il y a
plusieurs siécles pour calculer des surfaces compliquées : on ne dispose en
général que de peu d’outils ou de formules, on est obligé de passer par des
approximations par des figures simples (comme les grecs avec le disque qu’ils
encadraient par des polygones réguliers). L'intégrale fournit une réponse trés
puissante et extrémement simple : il suffit de calculer une primitive et de
prendre la différence de sa valeur en 2 points! C’est vraiment surprenant de
simplicité.

Il n’y a pas un seul pan des sciences, qu’elles soient physiques, chimiques,
biologiques, économiques, informatiques etc. qui ne fasse pas aujourd’hui
un usage intensif de l'intégrale. C’est clairement un objet-clef de ’analyse
mathématique et des sciences en général.

Il existe des théories plus ou moins fines de I'intégration. Des théories qui
permettent de calculer I'intégrale de fonctions plus ou moins compliquées, ou
de fonctions qui vivent sur des espaces plus ou moins bizarres (mais néces-
saires & un certain niveau). Cette année nous étudierons l'intégrale dite de
Riemann, qui est déja trés puissante et générale. La forme la plus générale
de l'intégrale est celle de Lebesgue, étudiée en L3 de Mathématiques.

57
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6.1 Fonctions en escalier

6.1.1 Subdivisions

Une subdivision d’un intervalle [a, b] est une famille finie S = {z¢, 1, ..., 2.}
de réels tels que
a=rg<r1<...<x,=0b.

On appelle diametre de la subdivision la quantité
O(S) =min{x;4 1 —2;; i=0,...,n—1}.

Une subdivision S de [a,b] est dite plus fine qu'une subdivision &’ de
la,b] si S C §'. Cela veut dire que &’ découpe [a, b] en plus de morceaux. En
particulier dans ce cas, on a évidemment 6(S) > 6(S’).

Si S et & sont deux subdivisions quelconques de [a,b] on note S V &’
la subdivision obtenue en prenant l'union des deux ensembles S U §’. La
subdivision § V &’ est alors plus fine que S et que S’ ; ¢’est d’ailleurs la plus
grossiére subdivision qui est plus fine que S et S’.

6.1.2 Fonctions en escalier

On dit qu’une fonction f sur [a,b] est en escalier, ’il existe une subdi-
vision § = {xg,x1,...,2,} de [a,b] telle que f soit constante sur chaque
intervalle |z;, z;41[, 1 =0,...,n — 1.

Notez qu’on ne parle que des intervalles ouverts, rien n’est dit et imposé
sur les points z;, on peut trés bien avoir de la continuité a droite ou a gauche
en certain points, des points isolés, etc.

Si f est une fonction en escalier, on dit qu’une subdivision S est adaptée
a f si f est constante sur chaque intervalle de S. Notez que S peut trés bien
étre trop fine pour f.

Proposition 6.1.1 Soient f et g deux fonctions en escalier sur [a,b] et A €
R. Alors |f|, f+ g, A\f et fg sont des fonctions en escalier sur |a, b].

Démonstration Pour |f| et Af c’est vraiment évident.

Si S et &’ sont des subdivisions adaptées a f et g respectivement alors
SV S est adaptée a f et a g. On peut donc supposer que f et g sont en
escalier sur la méme subdivision §” = (z;). Ainsi f et g sont constantes,
égales respectivement a ¢, et dj, sur chaque intervalle |z, xx1[. Donc f + g
et fg sont égales a ¢ + d et cpdy sur ces mémes intervalles. Donc f + g et
fg sont aussi en escalier. [
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6.1.3 Intégrales de fonctions en escalier

Si f est une fonction en escalier sur S = (%), qui est égale & ¢ sur
chaque intervalle |xy, x4, on note Is(f) la surface algébrique de la famille
de rectangles sous la courbe de f :

—_

n—

Is(f) =) cr(wpy — ).

%

I
=)

Proposition 6.1.2 La quantité Is(f) ne dépend pas du choixz de la subdivi-
sion S adaptée a f, elle ne dépend que de f et de [a,b].

Démonstration Prenons deux subdivisions S = (z)}_, et S" = ()%
adaptées & f et commencons par le cas ou S’ est plus fine que S. Sur chaque
intervalle |xy, x41] la fonction f est constante égale a ¢,. Mais cet intervalle
se découpe en union de certains intervalles |y;, y;11[ { = lo,...,l; ou f prend
des valeurs d; qui sont forcément toutes égales & c,. Donc

l1—1 1—1

D dilyr =) = Y ey — w) = T — ).

I=lo I=lo

On voit bien que dans ce cas Is(f) = Is/(f).

Maintenant si S et S’ sont quelconques, adaptées & f alors SV S’ est plus
fine que chacune et encore adaptée a f. Donc

Is(f) = Isvs' (f) = Is/(f) -

Cette quantité qui ne dépend donc que de f et de [a, ] est notée

/abf(x) i

On l'appelle intégrale de f entre a et b.

Proposition 6.1.3 Soient f et g deux fonctions en escalier sur [a,b] et X €
R. Alors

1) /ab)\f(x)dx:)\/abf(w)dx

et

%) /abf(a:)w(x) dr — /abf(a:) dx—l—/abg(x) da
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Démonstration 1) Si S est une subdivision adaptée a f alors elle l'est
a Af aussi. Si f prenait les valeurs ¢ sur les intervalles |xy, x4, 1] alors Af
prend les valeurs Acp sur ces mémes intervalles. On obtient donc facilement
le résultat annoncé.

2) On prend une subdivision adaptée a f et a g. Chacune de ces fonctions
vaut ¢, et dy respectivement sur les intervalles |xy, x4 1[ de cette subdivision.
Ainsi f 4 g vaut ¢ + di sur ces intervalles et on conclut facilement. 0

Proposition 6.1.4 Soient [ et g sont deux fonctions en escalier sur [a,b].

1) Si f est positive sur tout [a,b] alors

/abf(x)dxzo.

2) Si f > g sur tout |a,b] alors

[ rwarz [

b
/ f(z)dx
Démonstration

1) Toutes les valeurs ¢, de f sur |z, xx41[ sont positives. Comme les xy 1 —xy
sont tous positifs aussi on a

3) On a
< [ 15l ds.

n—1

b
/ f(z)dr = ch(fﬁk-H —x) > 0.

k=0

2) On applique 1) a la fonction f — g qui est positive. Donc

b
/ (f(2) - gla)) d > 0

mais on a vu précédemment que

[ 10 -owae= [ i [ o,

d’ou le résultat.
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3) Pour tout = € [a,b] on a — |f(x)| < f(z) <|f(z)|. Donc on a

[l [s@as [ 15w ar

/a ’ ) de

D’ou

< [ az.

6.2 Fonctions Riemann-intégrables

Nous allons quitter les fonctions en escalier pour essayer de calculer I'in-
tégrale de fonctions plus compliquées. En fait, nous allons utiliser I'idée in-
tuitive de l'intégrale, la méme que les grecs, c’est a dire que ’'on peut calculer
I'intégrale des fonctions qui se laissent bien approcher par des fonctions en
escalier.

Au début on va travailler un peu a l'aveugle, c’est a dire qu’on va re-
garder les propriétés de 'intégrale sans savoir vraiment sur quelles fonctions
ca s’applique. Il faudra étre un peu patient, on donnera ensuite des classes
de fonctions qui marchent et auxquelles toutes les propriétés déja obtenues
s’appliquent.

6.2.1 Construction de l'intégrale de Riemann

Soit f une fonction définie et bornée sur [a,b]. On note £_(f) 'ensemble
de toutes les fonctions en escalier ¢ sur [a,b] qui vérifient ¢ < f sur [a, b].
On note £, (f) 'ensemble de toutes les fonctions en escalier ¢ sur [a, b] qui
vérifient f <) sur [a, b]. On note

z(={ [ stwar: see )

et

T.(f) = {/jw(@ dv; € 5+(f)} .

Comme f est bornée, par exemple m < f < M sur [a, b], alors £_(f) est non
vide car il contient la fonction constante égale & m et £, (f) est non vide car
il contient la fonction constante égale & M. Donc Z_(f) et Z, (f) sont non
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vides. Clairement M (b — a) est un majorant de Z_(f) et (b — a)m est un
minorant de Z,(f). Donc

io(f) = supZ_(f)

et
I5(f) = inf Z,(f)

existent.
De toute évidence on a toujours

io(f) < I(f).

Mais rien ne dit pour une fonction quelconque que ces deux quantités
vont étre égales. On va d’ailleurs voir un contre-exemple.
Soit f la fonction sur l'intervalle [0, 1] qui est définie par

)1 sizeqQ,
f($)_{0 siz e R\ Q.

Si ) est une fonction en escalier qui majore f sur [0, 1], alors sur tout intervalle
ou v est constante il y a un rationnel, donc ¢ doit étre supérieure ou égale
a 1 sur cet intervalle. Donc ¢ > 1 sur [0, 1], en particulier I3(f) > 1.

Avec le méme raisonnement, on voit bien que I'on a aussi 12 (f) < 0. Donc
on n’a sfirement pas égalité entre i°(f) et I°(f).

L’idée de base pour la construction de 'intégrale c’est de définir les fonc-
tions intégrables comme étant celles pour lesquelles les deux quantités coin-
cident. Dans ce cas cette valeur commune serait par définition l'intégrale de
f sur [a,b].

Faisons ensemble en détail le cas d’une fonction pour laquelle ¢ca marche.
Prenons la fonction f(z) = 2* sur [0,1]. Pour n € N* on consideére la subdi-
vision zy = k/n, k = 0,...,n. Si, sur chaque intervalle |z, 511 on définit la
fonction ¢(x) = (k+1)?/n? et la fonction ¢(z) = k*/n?, k =0,...,n—1, on
a défini 2 fonctions en escalier telles que ¢ < f < 1. Calculons les intégrales
des ces deux fonctions :
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Donc on a en particulier

(n—1)n(2n —1) n(n+1)(2n+1)

<io(f) < Iy(f) <

6n3 6n3
pour tout n € N*. En faisant tendre n vers +oo on voit bien que
1 1 1
io(f)=1p(f) = 3"

On dit qu une fonction bornée f sur [a,b] est intégrable (au sens de Rie-
mann) si i2(f) = I°(f). Cette valeur commune est notée

/abf(a:) dx

et appelée intégrale de f entre a et b.

Théoréme 6.2.1 Une fonction f définie et bornée sur |a,b] est intégrable
sur [a,b] si et seulement si il existe des suites (¢,) et (1) de fonctions en
escalier telles que ¢, < f < 1, pour tout n et

nﬂffm/% Ynlz)do=0.

Dans ce cas on a lim,,_, fa bn(z) dz = lim,,_, o f Un(z) dx et cette limite

commune est ff f(z)dx.

Démonstration Si f est intégrable alors i2(f) = I°( f f(x)dx. Par la
caractérisation du sup, il existe une suite (¢,) dans 5 ( f) et une suite (¥n)
dans &, (f) telles que

b b
lim / Gn(x) do =i (f) lim / Un(z) do = I°(f).

n—4o00 a n——4o00 a

D’ou le résultat dans un sens.
Inversement, si il existe deux suites (¢,) et (1,) de fonctions en escalier
telles que ¢, < f < 1, pour tout n et

[ o) @ =,

alors comme on a

/¢n <it(f) < /wn
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on en déduit que

0<IP(f)—i /wn On(z) da

Ce qui prouve que I°(f) = i®(f). De plus on a aussi

0 < i /qbn dx</wn Pn(2) du
[ ey 20 < [ o) = ontoya

On conclut facilement maintenant. O

et

6.2.2 Opérations sur les fonctions intégrables

Proposition 6.2.2 Si f et g sont deuzx fonctions bornées et intégrables sur
[a,b] et si A € R alors \f et f + g sont intégrables sur [a,b] et

/ab)\f(x)dx:/\/abf(x)dx
/abf(x)—irg(:v)dx:/abf(x)d$+/abg(x)dx.

Démonstration Comme f et g sont intégrables on sait qu’il existe des
suites (¢y,), (¥n), (0,) et n,) de fonctions en escalier telles que

on < f <Yy, 0, <g<mn,

pour tout n et

b b b
i [Cou)de = tm [ vi(@yde= [ fa)an.

b b b
lim 0,(x)dr = lim Un(x)da::/ g(x)dx.

n—-+oo a n—-+4oo a

Si A > 0, alors
A S Af < My

pour tout n et

b b b
lim App(z)dr = lim Ay, () da::/ M(x)dx

n—-4o00 a n—-4o00 a
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Donc Af est intégrable sur [a, b].

Mais comme on a déja vu que fj Ao () dr = )\fab bn(z) dz et la méme
chose pour 1, on a ff A(z)de =\ ff f(x)dx.

Pour A > 0 on inverse les inégalités, mais les arguments sont les mémes.
Pour A = 0 c’est trivial.

On a aussi
On+0, < fH+g <+,

pour tout n et

n—-+00 n—-+00

b b b
lim /gbn(:r)—l—ﬁn(:v)dx: lim /gbn(x)dx+/ O, () dx
a (lb a b
= lim /gbn(x)dx—l— lim 0, (x)dx

n—-+0o n—-+o0o a

:/abf(x)dx+/abg(x)dx

lim /ab¢n(x)+nn(x)d:v: lim /ab¢n(x)dx+/abnn(x)dx

n—-+00 n—+00
b b
= lim / Yn(x)dr 4+ lim () d

b b B o
:/a f(x)dx—i—/a g(z)dx.

On conclut facilement maintenant. O

6.2.3 Intégrales et inégalités

Les propriétés et en particulier les inégalités liées aux intégrales de fonc-
tions en escalier vont s’étendre sans difficulté.

Proposition 6.2.3 Soient f et g deux fonctions bornées et intégrables sur
[a,0].
1) Si f >0 sur [a,b] alors

/abf(x)dmz().

2) Si f > g surla,b] alors

/abf(w)d:vz/abg(m)dx.
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Démonstration

1) Comme f est intégrable, on sait qu’il existe une suite (1,,) de fonction en
escalier telles que f,, < 1, pour tout n et fab f(z) de = lmy, i fin gy fab Un(z) dz.
Comme f est positive, toutes les fonctions v, le sont aussi, donc les intégrales
des 1, sont positives et leur limite aussi.

2) On raisonne avec la fonction f — g qui est positive sur [a, b] et on applique
1). O

Pour toute fonction f bornée sur [a,b], pour tout = € [a,b] on pose
fi(z) = max f(z),0 et f_(z) = max{—f(x),0}. Ces deux fonctions sont
positives. On remarque que

f@) = fe(@) = f(z)  |f@)]=fi(z)+ [ (2).

Théoréme 6.2.4 Soit f une fonction bornée intégrable sur [a,b], alors f,
f- et |f| sont aussi intégrables. On a

/a ’ F(z)da

Démonstration Si f est intégrable alors on a comme d’habitude des fonc-
tions en escalier ¢,, < f < 1), dont les intégrales convergent vers celle de f.
On vérifie alors facilement que (¢n)+ < f+ < (¥n)+ et que (¢¥n)4+ — (dn)+ <
tn — ¢n. Donc f est intégrable sur [a, b].

Avec un raisonnement analogue on a l'intégrabilité de f_.

Comme | f] est la somme de deux fonctions intégrables elle est elle-méme
intégrable. Comme de plus on a toujours —|f| < f < |f] on en déduit
I'inégalité des intégrales. O

< [ az.

Proposition 6.2.5 (Formule de la moyenne) Soit f une fonction bor-
née et intégrable sur [a,b] avec a < b. Soient m et M la borne inférieure
et la borne supérieure de f sur [a,b]. Alors la quantité

1 b
n=r— / f(x)dx

appartient a lintervalle [m, M].

Démonstration Comme on a m < f < M on en déduit

m(b—a)g/ flz)dxe < M(b—a).

D’ou le résultat. l
Cette quantité p obtenue ci-dessus est la valeur moyenne de f sur [a, b].
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6.2.4 Intégrales et produits

Nous allons maintenant montrer que le produit de deux fonctions inté-
grables est une fonction intégrable. C’est déja un travail un peu plus subtil
que ce qu’on a fait précédemment. Par contre il ne faut surtout pas s’attendre
a ce que l'intégrale du produit soit égale au produit des intégrales. Prenez
par exemple une fonction ¢ constante égale a 7 sur [0,2] on a

/02<;5(x)2d1; P (/OQQs(x) da:>2 ey

Proposition 6.2.6 Si f et g sont deux fonctions bornées et intégrables sur
[a,b] alors fg est bornée et intégrable sur [a,b].

Démonstration On commence la démonstration par le cas ou f et g sont
toutes les deux positives. On note M et N un majorant de f et de g res-
pectivement. Soient (¢y,), (¥n), (6,), (1,) des suites de fonctions en escalier
telles que ¢, < f <, et 0, < g < n, et avec les propriétés de convergence
usuelles.

On pose

¢;L = (¢n)+ %(1’) = min{M, ¢n(x)}, 9:1 = (0n)+, 77;(513) = min{N, n,(z)}.
Ce sont toutes des fonctions en escalier sur [a,b] et on a
0<¢,<f<yp<M, 0<6,<g<u, <N.

En particulier on a ¢/,0/, < fg <! n. et les fonctions qui encadrent fg sont

en escalier. On va maintenant regarder la convergence de fab () (z) —
¢, (x)8,(x)dx. On a, en utilisant !, < ), ¢!, > ¢n, ete.

[ i) - ety o <
< [0 - oL I@) + @) — 0,0 o
< [ - e [ - g e
<N [ gul) — du(w) da + M/ab () — 00 () dz:

Cette derniére quantité tend bien vers 0. On a prouvé l'intégrabilité de fg.
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Si f et g sont maintenant quelconques (bornées et intégrables sur [a, b)), si
m et n sont des minorants de f et g respectivement alors f —m et g —n sont
positives, bornées et intégrables sur [a, b]. Donc, on a vu que (f —m)(g —n)
est intégrable sur [a, b]. mais comme

fg:(f—m)(g—n)+mg+nf—mn

on a que fg est intégrable, comme somme de fonctions intégrables. O

Une inégalité trés importante pour les intégrales de produits.

Théoréme 6.2.7 (Inégalité de Cauchy-Schwartz) Si f et g sont deux
fonctions bornées et intégrables sur [a,b] alors

([ st ) < [(1par [ gy i

Démonstration

Soit A un réel quelconque. La fonction f+ g est intégrable, donc (f +\g)?
aussi. Cette derniére est une fonction positive, donc son intégrale est positive
aussi. On a donc

/f dx—|—2)\/f dx+)\2/abg(:c)2d:c20

pour tout A € R. C’est un polynome de degré 2 en A. S’il est toujours positif
c’est que son discriminant est négatif ou nul :

(/f dx> —4/ dx/f )2dx < 0.

Ce qui donne l'inégalité de Cauchy-Schwartz. O

6.3 Familles de fonctions intégrables

6.3.1 Manipulation de fonctions intégrables

Théoréme 6.3.1 Si f est une fonction bornée et intégrable et si g est une
fonction définie sur [a,b] est égale a f sauf sur un nombre finis de points,

alors g est intégrable et fabf(a:) dr = f:g(:c) dr

Démonstration Par hypothése il existe une subdivision S = (z) de [a, ]
telle que f = g sur chacun des intervalles |z, 25 1[. La fonction f—g est donc
nulle sur chacun des intervalles |xy, ), 1[. En particulier la fonction f — g est
en escalier ! Elle est donc intégrable et son intégrale est clairement nulle. La
fonction g = f — (f — g) est donc intégrable et son intégrale est égale a celle
de f. O
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6.3.2 Monotonie

Maintenant qu’on a établi les propriétés principales des fonctions inté-
grables et des intégrales, on va revenir a la définition des fonctions intégrables
et exhiber des ensembles explicites de fonctions intégrables.

On dit qu’'une fonction f sur [a,b] a une certaine propriété (comme étre
continue, monotone, dérivable, etc.) par morceaux si il existe une subdivision
S = (x)}_, de [a, b] telle que f a cette propriété sur chacun des intervalles
|y, Ty | et si elle admet un prolongement ayant cette méme propriété sur
[Tk, Tppa]-

Les fonctions étagées sont les fonctions constantes par morceaux.

Théoréme 6.3.2 Toute fonction monotone par morceauz sur |a,b] est inté-
grable.

Démonstration Une fonction monotone par morceaux est monotone sur
chacun des intervalles |zy, 1] et admet un prolongement monotone sur
[k, Tr41]. En particulier elles sont bornées sur chacun des intervalles |z, Tg41]
et donc bornées sur [a, b].

Fixons-nous maintenant sur un des intervalles de monotonie, appelons-le
[a, b] aussi et supposons f croissante. Cela ne change rien dans la suite.

On subdivise l'intervalle [a, b] en n morceaux identiques de taille (b—a)/n,
a savoir zp = a+ k(b —a)/n, n = 0,...,n — 1. On construit les fonctions
étagées

¢(t> = f(ivk)a w(t) = f($k+1)

sur |z, g41[- On a donc ¢ < f <) et

On a prouvé l'intégrabilité de f. O

6.3.3 Continuité

Rappelez-vous qu'une fonction f est continue sur un ensemble E si
Vee B, Ve>0,30>0;YyeE, |v—yl<di=|f(x)— fly) <e.

Dans cette définition, il faut noter que le § > 0 ci-dessus dépend de € bien
stir mais aussi de z. Prenons un exemple, la fonction z — x? sur R. Pour «
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fixé, pour € > 0 fixé, la condition |f(z) — f(y)| < € revient a |22 —¢y?| < ¢
ou encore, en écrivant y = z + (y — ), on obtient [2z(y — z) + (y — z)?| < e.
Prenons pour simplifier le cas y — 2 > 0O et z > 0. Si y — 2z < § alors
122(y — z) + (y — 2)?| < (22 +6)J. Si on veut que ce soit inférieur a ¢ il faut
d <e/(2x 4+ &) < e/2x. On voit bien que lorsque que z est grand il faut une
condition bien plus forte sur |x — y| pour que cette inégalité soit réalisée. Le
0 dépend de x.

Une fonction f est dite uniformément continue sur un ensemble E si
Ve>0,30>0; Ve,ye B, [z —y| <d=|f(x)— fly)] <e.

La, le 6 est le méme pour tout x dans £. On a vu ci-dessus que = — 2% n’est
pas uniformément continue sur R.
Les fonctions linéaires, les fonctions lipschitziennes

K > 05 |f(z) = fWI < K|z —y|, Va,y
sont uniformément continues sur R.

Théoréme 6.3.3 (Théoréme de Heine) Toute fonction continue sur un
intervalle fermé borné [a,b] est uniformément continue sur |a, b].

Démonstration Raisonnons par l'absurde et supposons que f n’est pas
uniformément continue sur [a,b]. Ainsi, il existe ¢ > 0 tel que pour tout
d > 0, il existe z,y € [a,b] avec |z —y| < 0 et tels que |f(x) — f(y)] > e.
Ainsi, il existe deux suites (x,) et (y,) dans [a,b] telles que |z, —y,| < 1/n
et |f(zn) — f(yn)| > . Les suites (z,,) et (y,) sont bornées, elles admettent
donc une sous-suite convergente, vers des limites z,y € [a,b]. Comme on

a |z, —ys| < 1/n, on a forcement x = y. Comme f est continue alors
lim, | f(z,) — f(yn)| = 0 et ¢a contredit le fait que |f(z,) — f(yn)| > € pour
tout n. UJ

Théoréme 6.3.4 Toute fonction continue par morceauz sur |a,b] est inté-
grable.

Démonstration Sur chacun des intervalles |z, x;11] la fonction est bornée
car prolongeable par continuité sur [z, x41]. On peut supposer, sans perte de
généralité que f est continue sur [a,b]. On a vu qu’alors f est uniformément
continue sur [a,b]. Donc pour tout £ > 0 il existe 6 > 0 tel que pour tout
z,y € [a,b] vérifiant |z —y| < 4§, on ait |f(x) — f(y)| < e. Découpons |[a, b]
en intervalles réguliers de diamétre inférieur a . On définit deux fonctions
étagées ¢ et 1) sur cette subdivision par

o(t) = fzy) —e, »(t) = flua) + ¢
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sur |zg, pr1[- On a ¢ < f < 1) grace & la continuité uniforme de f. De plus

b n—1
[ 00 = ottt = (o — ) () + &~ ) +2)
= 2;(17 —a).

On peut donc choisir ¢ et 1 de telle sorte que cette différence d’intégrale soit
aussi petite que voulue. Cela montre I'intégrabilité de f. U

6.3.4 Convention et relation de Chasles

Proposition 6.3.5 Soit f une fonction bornée sur [a,b] et ¢ € [a,b].

1) Si f est intégrable sur [a,b] alors f est intégrable sur [a,c] et sur [c,b].
2) Si f est intégrable sur |a,c| et sur [c,b] alors f est intégrable sur [a,b].
3) Si f est intégrable sur |a,b] alors on a la relation de Chasles

/abf(x)dx:/acf(x)dx—i—/cbf(x)dx.

1) Soient 1 et 1) sont deux fonctions en escaliers sur [a, b] telles que ¢ < f < 1)
et fabzb(x) —¢(z)dr < e. On note ¢, et 1y les restrictions de ¢ et ¢ sur [a, c|.
Elles sont encore en escalier et vérifient ¢; < f < 4 sur [a,c]. Comme
on voit facilement que [ v(z) — ¢1(z)dz < f;¢(x) — ¢(z)dx < e, on a
I'integrabilité de f sur [a, c|.

Démonstration

2) Facile (laissé en exercice).

3) La relation de Chasles est claire pour les fonctions en escalier. Maintenant
si ¢1,17 sont comme d’habitude pour f sur [a,c| et ¢o, 19 pour f sur [c,b],
alors ¢1 + ¢o et 11 + 1hy sont associées & f sur [a,b). OJ

On adopte une convention trés pratique pour la suite : si a < b alors

/baf(:c)dx:—/abf(x)dx.

En particulier, la relation

/abf(x)dx:/acf(a:)der/cbf(x)dx

devient vraie quelques que soient les relations d’ordre entre a,b et ¢ (si au
moins deux des trois intégrales sont bien définies, 'autre 'est forcement).
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6.4 Primitives et intégrales

Jusque la l'intégrale peut paraitre comme un objet assez abstrait et avec
lequel il est pas plus facile de faire des calculs que de faire des approximations
de surface par des rectangles. Le miracle va se faire quand on va établir le
lien avec la primitive.

6.4.1 Le théoréme fondamental

Pour le moment on va se concentrer sur ’étude des propriétés de la fonc-
tion

Fla) = / () dt.

On va voir que F' améliore toujours la régularité de f. Mais il faut faire un
peu attention aux détails!

Proposition 6.4.1 Soit f une fonction bornée et intégrable sur |a,b], avec
|fI < M. Soit ¢ € [a,b]. Alors, si on pose F(x) = [” f(x)dx on a

|F(z) = F(y)l < M|z —y]
pour tout x,y € [a,b].

Démonstration Supposons que z < y (l'autre cas se traite de la méme
fagon). On a

Fly) - F@) = [ f0at.
En particulier
F(y) — F(2)] < /y!f(t)| It < /detzM@—x»
|

Corollaire 6.4.2 Soit f une fonction bornée et intégrable sur |a,b]. Soit
¢ € [a,b]. On pose F(z) = [’ f(x)dz, pour tout x € [a,b]. Alors F est
continue sur [a,b).

Démonstration On a vu ci-dessus que F est lipschitzienne. La conclusion
est facile maintenant (exercice). O
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Proposition 6.4.3 Soit f une fonction bornée et intégrable sur [a,b]. Soit
¢ € [a,b]. On pose F(z) = [ f(z)dx, pour tout x € [a,b]. Si f admet une
limite a droite en xy € |a,b] alors F' est dérivable & droite en xo et Fj(xg) =
lim, .+ f(x). De méme, si f admet une limite a gauche en xo € |a, b] alors
F' est dérivable a gauche en xq et F,(wo) = limy .z, f(z).

Démonstration Supposons que f admet une limite & droite en xy € [a, b],
notée [. Alors pour h > 0 on a

F(xo+h) — F(xo) = /m0+ f(t)dt.

Zo

Si h est suffisamment petit alors |f(t) — [| < e pour tout t € [zg, zo + h]. On

a donc
F —F 1| [ooth
(:”0”2 () —z‘ = / f(t)dt—hl’
0
1

/WL () — ldt'

zo

xo+h
/ () — 1] dt

Zo

h

1

h

1 xo+h

< 7 / edt
xo
@
h

Ca montre que F' est dérivable & droite, de dérivée a droite [. L’autre cas se
fait de la méme maniére. O

Le théoréme qui suit découle maintenant immédiatement.

Théoréme 6.4.4 Si f est une fonction continue sur |a,b], si c € [a,b], alors
la fonction F(z) = [T f(t)dt est dérivable sur [a,b], de dérivée f.

Faites attention, si f n’est pas continue, la fonction F' n’est plus dérivable.
Prenons un exemple. Soit f la fonction sur [0, 2] qui vaut 1 sur [0, 1] et 2 sur
]1,2]. On pose F(z) = [; f(t)dt. Pour tout = € [0,1] on a F(z) = x. En
particulier F'(1) = 1. Ensuite, pour z €]1,2] on a F(x) =1 + 2.

La fonction F' est continue en 1, comme on le savait déja, mais elle n’est
pas dérivable (dérivée 1 a gauche, 2 & droite).

On dit qu'une fonction f définie sur [a, b] admet une primitive F' sur [a, ]
si I est dérivable sur [a,b] et si [/ = f sur [a, b].
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Proposition 6.4.5 Si F' et G sont deuz primitives de f sur [a,b] alors F—G
est constante sur [a,b].

Démonstration On a déja vu cet argument : F'—G est dérivable, de dérivée
nulle sur [a, b], donc constante sur |[a, b]. O

Proposition 6.4.6 Toute fonction continue sur |a,b] admet une primitive
sur [a, b].

Démonstration On I'a vu. Si f est continue alors F(z) = [ f(t)dt est
dérivable, de dérivée f. 0J

Attention, il existe des fonctions non continues qui ont des primitives. Par
exemple F(z) = x?sin(1/x) pour z # 0 et F(0) = 0 est dérivable. Sa dérivée
est f(x) = 2zsin(1/z) — cos(1/x) pour x # 0 et f(0) = 1. Sa dérivée n’est
pas continue en 0.

Théoréme 6.4.7 (Théoréme fondamental de ’analyse) Si f est une
fonction continue sur [a,b] et si F' est une primitive de f alors

‘/f@mx_F@—me

Démonstration Posons G(z) = [ f(z)dz, pour tout = € [a,b]. On a vu
que G est dérivable et que G’ = f, donc G est une primitive de f. On a de
plus fab f(z)dx = G(b) — G(a). Maintenant si F' est une primitive quelconque
de f alors, comme F' et GG différent seulement par une constante additive, on
a F(b) — F(a) = G(b) — G(a) = [ f(z)dx. O

Une fonction f est dite C' sur [a, b] si elle est dérivable sur [a, b] et si sa

dérivée est continue sur [a, b].

Théoréme 6.4.8 Si f est une fonction C* sur [a,b] alors
b
| #ads =10 f0).

Démonstration Si f est C! alors sa dérivée f’ est continue et f est une
primitive de f’. On applique alors le théoréme ci-dessus. 0
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6.4.2 Intégration par parties

Théoréme 6.4.9 Soient u et v deuz fonctions C* sur [a,b], alors

/ (o) dr = [u(a)o(2)]’ - / " (@) (a) d

Démonstration La preuve est simple. On a (uwv)'(x) = u/(z)v(x)+u(z)v'(z).
Comme uv est C! on applique le théoréme fondamental de I’analyse :

/ (w) () di = (uw)(b) — (uv)(a).

Les fonctions «'v et uv’ sont intégrables sur [a, b] donc

/ab(uv)/(:lﬁ) dr = /ab o (x)v(x) dr + /ab (@) (z) dz .

D’ou le résultat. O

6.4.3 Changement de variables

Théoréme 6.4.10 (Changement de variable) Soit f une fonction conti-
nue sur [a,b] et soit ¢ une fonction C* sur |, 8] telle que p([v, B]) C [a, b)].

Alors
»(B)

B
| renewia= [ @i

(@)

Démonstration La fonction f est continue donc elle admet une primitive
F qui est C'!. La fonction F o ¢ est donc C' et (F o p)'(x) = ¢'(z) f o p(x).
Par le théoréeme fondamental on a

B
/ &) f o o) dr = (F o g)(8) — (F o p)(a).

Mais cette derniére quantité est aussi égale a

g

Théoréme 6.4.11 (Changement de variable, variante 1)
Soit f une fonction continue sur [a,b] et soit ¢ une fonction C sur o, ]

telle que ¢([a, 5]) C [a,b] et telle que ¢ soit strictement monotone sur o, [3].
Alors

B " 1(B)
/ F(t) dt = / F(phi(a)) ¢/ (z) da
& o™ (a)



76 CHAPITRE 6. INTEGRATION

Démonstration Comme ¢ est strictement monotone sur [«, 3], c¢’est une
bijection. Si on pose @’ = ¢~ 1(a) et B/ = p~1(f), ce n’est plus qu'une appli-
cation du théoréme ci-dessus. O

Théoréme 6.4.12 (Changement de variable, variante 2)

Soit f une fonction continue sur [a,b] et soit ¢ une fonction C' sur [a, 3]
telle que ¢(|ar, B]) C [a,b] et telle que ¢’ ne s’annule pas sur |o, 5]. Alors

B o(B) 1
(lﬂﬂmﬁ=A®ﬂ@aEWEM.

Démonstration Comme la dérivée de ¢ ne s’annule pas sur Ja, 5] alors
¢ est strictement monotone sur [«, ], en particulier ¢’est une bijection. On
écrit

B B
[ seona= [ HED sy a
B

fp(t))

- [ oy PO

La fonction g(t) = f(t)/¢' (¢ '(t)) est continue sur [a,b], on applique le
théoréme du changement de variable, on obtient

L[ﬂmmwz/wl4@1—m.

(a) ¢ (p~(x))

O

Grace a deux exemple on va voir comment concrétement on utilise ces
formules. On commence par

1
/ V1—22dx.
0

On veut faire le changement de variable = cos(u). L’application u — cos(u)
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est C! et c’est une bijection de [0,7/2] dans [0, 1]. On applique la variante 1,

arccos(1)

/Olmdx:/a /T = cos(u)? (— sin(u)) du

rccos(0)
0

—sin(u)? du
/2
w/2

S— S

5 (1 — cos(2u)) du

(u - %sin(Qu))Kﬂ

Le moyen pour se souvenir de cette variante ainsi que de l'autre est la
suivante : on a choisi le changement de variable = cos(u), on doit remplacer
tout ce qui est en x par des u. Ca veut dire 3 choses :

Il
1
N | —

AN

— les bornes : si x vaut 0 alors u vaut arccos(0), si  vaut 1 alors u vaut
arccos(1) ;

— la variable z quand elle apparait dans f : /1 — cos(u)?;

— le dz doit étre remplacé par du du : on a = cos(u), on écrit

d
£ = —sin(u)
ou encore
dx = —sin(u) du

et on remplace.

Faisons un exemple avec la variante 2. On veut calculer, pour x > 0
/ sin(vVt) dt .
0

La fonction ¢ — v/t est O sur [0, z] et sa dérivée ne s’annule pas sur l'inter-
valle ouvert. On applique la variante 2 :

/Ox sin(Vt) dt = /Oﬁsin(y) 2y dy

Jz
= (=2 cos(* + [ 2cos(u)dy
— —2\/5 cos(\/E) -+ QSin(\/E) .
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Comme précédemment détaillons le changement de variable avec la mé-
thode mnémotechnique. On veut poser y = v/t :
— les bornes : quand ¢ vaut 0 alors y vaut 0, quand ¢ vaut x alors y vaut \/x;
— la variable : on remplace v/t par y;
— la différentielle : on a y = v/t donc
1 1
dy = 2_\/5 dt = @ dt ,
ce qui donne
dt =2y dy.

6.5 Quelques résultats

Dans cette section nous allons voir plusieurs petits résultats assez utiles
liés a la théorie de l'intégration.
Théoréme 6.5.1 Soit f une fonction continue sur [a,b] et de signe constant
sur [a,b]. Si fab f(z)dx =0, alors f est identiquement nulle sur [a,b].
Démonstration Supposons par exemple que f est positive sur [a, b]. Pour
tout = € [a,b], on pose F(x) = fax f(t)dt. Cette quantité est positive pour
tout x car f est positive, elle est aussi < ff f(t) dt, puisqu’il faut rajouter
f;f(t) dt qui est positif. Donc F'(z) = 0 pour tout z € [a,b]. Mais, comme
f est continue, par le théoréme fondamental de I'analyse on sait que F' est
dérivable, de dérivée F'(z) = f(z). Donc f(z) = F'(x) = 0 pour tout z. O

Ce théoréme permet d’améliorer 'inégalité de Cauchy-Schwarz dans le

cas des fonctions continues.

Théoréme 6.5.2 Soient f et g deuz fonctions continues sur |a,b]. Alors

(/ f@)ol) dm)2 <(/ bf(xfdx) (/ bg(az)?dx) .

De plus, on a égalité ci-dessus si et seulement si il existe A € R tel que
f(z) = Ag(x) pour tout x € [a,b).

Démonstration On a déja vu la démonstration de l'inégalité. Souvenez-
vous, on avait

/ () + Agl@)? da =
_ /abf(x)de +2) /abf(x)g(x) de + N2 /abg(x)2dx >0
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pour tout A € R. C’est un polynome de degré 2 en \. Son discriminant est
négatif ou nul :

(/ f(x d:z:) —4/abg(x)2dx/abf(x)2dx§0.

Si on a I’égalité dans 'inégalité de Cauchy-Schwarz, alors le discriminant est
nul. Cela veut dire qu’il existe A\g € R tel que ff(f(w) + Aog(z))*dz = 0.
Mais la fonction (f + X\gg)? est continue et positive, donc par le théoréme
précédent elle est nulle sur [a, b]. O

Théoréme 6.5.3 (Formule de la moyenne) Soit f continue sur [a,b] et
g intégrable sur [a,b] avec g de signe constant. Alors il existe ¢ € [a,b] tel que

/ e - f(0) / glwyde.

En particulier si g =1 on a
1 b
d
| 10w

Démonstration Nous supposerons ici que g est positive. L’autre cas se
traite de maniére analogue.

La fonction f est continue sur [a,b], donc elle est bornée et atteint ses
bornes :

fle) =

=inf{f(z); x € [a,b]}, M =sup{f(z); = € [a,b]}.

/ dm</f deM/abg(x)da:

Si f; g(x) dx = 0, alors la double inégalité ci-dessus montre que ff f(x)g(x)dx =
0 et donc que I’énoncé du théoréme est trivialement vérifié.
Si f:g(x) dx # 0 alors on a

G
< f o(z
Par le théoréme des valeurs intermédiaires on sait que comme f est continue
elle passe par toutes les valeurs de [m, M]. Donc il existe ¢ € [a, b] tel que

2 f(x)g(x) du
f; g(x)dx

fle) =
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6.6 Sommes de Riemann, de Darboux, surfaces
etc.

Dans cette section on va concrétiser le fait qu'une fonction intégrable est
une fonction dont on peut approcher I'intégrale par des intégrales de fonctions
en escalier, donc par des sommes particuliéres.

6.6.1 Sommes de Darboux

Soit f une fonction bornée sur [a,b] et S ={a =29 <21 < ... <z, = b}
une subdivision de [a, b]. On note

my = inf{f(x); x € [z, xp41]} et My =sup{f(z); = € [xp, Tp11]}

pour tout £k =0,...,n — 1. On définit les sommes de Darboux
n—1 n—1
(S, f) = ka(xkﬂ —x) et S(S,f)= ZMk(ka —x) .
k=0 k=0
On note

s2(f) = sup{s(S, f); S subdivision de [a, b]}

a

Sb(f) = inf{s(S, f); S subdivision de [a, b]} .

Théoréme 6.6.1 Soit f bornée sur [a,b] alors f est intégrable si et seule-
ment si s8(f) = S2(f). Cette valeur commune est alors lintégrale de f sur
a, b].

Démonstration On a toujours

st(f) <db(f) < IN(f) < Sb(f),

de maniére évidente. Donc si s2(f) = S°(f) on a bien que f est intégrable et
que son intégrale est cette valeur commune.

Réciproquement, si f est intégrable, alors i%(f) = fabf(a:) dz. On sait
aussi qu’il existe ¢ fonction en escalier, telle que p < f et

() —e < / o) dz < ().

Pour une fonction en escalier ¢, montrons que
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Soit M tel que |p| < M. Sur chaque intervalle [z, zx+1] d'une subdivision
adaptée a ¢ on découpe Uintervalle en [z, xg + 0] U [xg + 0, g1 — 0] U [Tg11 —
d, Tp41]. Sur cet intervalle et pour cette nouvelle subdivision, I’erreur commise
entre s(S, ¢) et f “H o(x) do est inférieure & 4M§. Donc on peut rendre cette
différence aussi petlte que voulue. D’otul le résultat annoncé.

Enfin, notons que si f > g sur [a, b] alors s%(f) > s%(g) trivialement.

On en déduit que 8 (f) —e < s%(¢) < s2(f). Ca prouve que & (f) < s2(f)
et que donc ils sont égaux. On fait de méme avec I°(f) et S°(f) et on a le
résultat annoncé. 0

6.6.2 Sommes de Riemann

L’idée des sommes de Riemann est un peu différente de celle des sommes
de Darboux et constitue une approximation assez utile des intégrales.

Soit f une fonction bornée sur [a,b], soit S={a =2y <21 < ... <z, =
b} une subdivision de f, soit £ = {&,...,&,—1} une famille de réels tels que
&k € [Tk, xpy1] pour tout k. On pose

n—1
R(S,E, ) =Y f(&) (wrm — ).
k=0
Théoréme 6.6.2 Soit f une fonction bornée et intégrable sur [a,b], alors

/f dr = h§n R(S,E, f).

Démonstration Par definition du fait que f est intégrable, on sait que
pour tout € > 0 il existe deux fonctions étagées ¢ et 1 telles que p < f <

et
€
T < =
T
Donnons-nous une subdivision & = {zo,...,z,} de [a,b], de diamétre 0,
adaptée a ¢. Soit 8" = {yo, - . ., yn }, une subdivision quelconque, de diamétre

0" < 0. Dans chaque intervalle |y, yx+1[, on choisit un point &. On pose

n—1

S =" F(&) (Urer — ) -

k=0

Cette somme se divise en deux : ceux des k pour lesquels |y, yx11[ est inclus
dans un des intervalles |z;, z;41[, et les autres. Ceux de la deuxiéme espéce
sont au plus au nombre de p+1 (car ils chevauchent des intervalles |z;, x;11]).
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On note o la somme des termes f(&.) (yxr1 — yx) de la premiére espéce et o’
ceux de la deuxiéme. On a donc S = o + ¢’. On a aussi

o'l <dM(p+1),

ot M est un majorant de ¢. Si on choisit §' < e/(2M(p+1)) alors |S — o <
e/2.

D’autre part, si k est un point de la premiére espéce alors ¢ est constante
sur |yg, Yp+1[, de valeurs p(&). Si on rajoute a S’ les p + 1 points de S on
obtient une subdivision §” qui est adaptée & ¢. La somme o est alors égale
a fab ¢(x) dz sauf pour les points de §” \ §’. Ces points sont au plus p+ 1 et
I’erreur commise est au plus 6’M. Donc au total

/abgo(:t)d:v—a

b
/ ga(x)d:r;—S‘ <e

dés que la subdivision S’ est de diameétre plus petit qu'un seuil fixé.

Appelons S(f) la somme de Riemann apparaissant dans ’énoncé. Si on
note S(¢) et S(¢) les mémes sommes mais avec @ et ¢ qui remplacent f, on
a alors

<

DN ™

On a montré que

S(p) <5(f) <5(¥).

On a aussi montré plus haut que, pour un pas de la subdivision suffisamment
petit

| elayin =5 < ()

et
b

SW) < | v(x)dr+ 5.

Ce qui donne en tout
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Corollaire 6.6.3 Si f est une fonction bornée et intégrable sur |a,b] alors

/abf(t)dt: im =% n_1f<a+k(b;&)) .

n—-+4o0o n
k=0

Cette derniére identité permet parfois de calculer efficacement certaines
limites de sommes. Par exemple, posons

1 P 1

Up = e .

"on+1 2n

Alors
1

1 n
“"_E;Hk/n‘

Posons f(t) = 1/(1 +t), alors

= =3 Fo/n).

k=1

3

On reconnait la somme de Riemann de f sur [0, 1] et donc

lim w, = /1 f(t)dt =1n(2).

n——+oo

6.6.3 Estimation d’erreurs

Proposition 6.6.4 Si f est C' sur [0,1] et si on pose
n—1
k
19
n
k=0

M,
< -
- 2n

R, =

S|

on a

[ sy R,

ou My = sup{|f'(x)| ; = €[0,1]}.

Démonstration Sur Uintervalle [z, xx41] U'erreur est, en utilisant I'inégalité
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des accroissements finis

/w F() — f(on) da

< [ 1) = s aa

Tp+1
§M1/ |z — x| dx

Tk

2
Tk
o2
Cette erreur étant obtenue sur n intervalles, on a le résultat annoncé. (]

On peut améliorer cette approximation en approchant l'intégrale par des
trapézes plutot que des rectangles. Sur chaque intervalle [z, zx11] on pose

(f(py1) — flar)

Tl+1 — Tk

fn(m) = f(xk:) +

(x — xp) .

Ainsi

(f(xrg1) = f(ar)) (Tp1 — 28)

/ @) de = Flo) @ — o) +

Ty, Tgy1 — Tk 2
= Fa) -+ (o) — o)
Flae) + Flain)
B 2n ‘

Posons T), = fol fon(2) da.
Proposition 6.6.5 Si f est C* sur [0,1] alors

M;

< 72
— 12n2’

[ swyae -1,

ot My = sup{|f”(x)| ; = €[0,1]}.
Sans preuve.

Enfin, parlons de la méthode de Simpson : on approche f par un arc de
parabole sur chaque intervalle [z, xyy1]. En fait, on calcule quel polynéme
de degré 2 coincide avec f aux points xy, Tri1 et (xg + xr1)/2.

Un calcul un peu long donne alors une erreur en 1/n* si f est C%.
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6.6.4 Lien avec les surfaces

Discutons le lien entre intégrale et surface. Il n’y a maintenant presque
plus rien & démontrer, si on se base sur une définition intuitive de la notion
de surface. Le probléme c’est que, étant donné un domaine borné du plan, il
n’est pas forcement évident que ’on puisse toujours lui attribuer une surface,
voire méme on peut étre bien embété pour définir la surface d’un tel ensemble.

L’idée intuitive que 'on peut avoir est celle qui a toujours prévalue depuis
les grecs. On sait bien définir et calculer 'aire des rectangles et des unions de
rectangles. On peut facilement en déduire, par des arguments géométriques,
I’aire des polygones. Par contre pour des surfaces plus complexes, délimitées
par des courbes quelconques, 'idée naturelle est que si on peut encadrer le
domaine par deux unions de rectangles de fagon a ce que la différence des
surfaces soit aussi petite que voulue, alors la surface du domaine existe et
elle est égale a cette valeur commune de surface.

Théoréme 6.6.6 Soit f une fonction intégrable et positive sur [a,b], alors
fab f(x)dx est Uaire du domaine

D={(r,y) eR*;a<z<b, 0<y< f(x)}.

Pour f de signe quelconque alors fff( dx = f fi(x)de — f f-(x)dx est
la différence des surfaces des domaines D+ et D_ associés a f, et a f,.

Démonstration Les sommes de Darboux sont des sommes de surfaces de
rectangles qui encadrent le domaine D comme précisé ci-dessus. Si f est
intégrable, on a vu que ces sommes convergent vers 'intégrale de f. O

6.7 Intégrales de suites de fonctions

6.7.1 Ce qui ne marche pas

Dans cette section on va s’intéresser a une famille de problémes extréme-
ment importants, mais assez difficiles & comprendre. Voici la problématique
générale. On a une suite de fonctions (f,), c’est & dire une famille de fonc-
tions définies sur un méme intervalle [a,b] et qui dépendent d’un parameétre
n € N. Par exemple :

fo(x) =2 sur [0, 1]
() = sm( x)

ho(z) = n?

sur R

iﬁ
—_

— )" sur [0,1].
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On s’intéresse a la limite ponctuelle de ces fonctions, c’est a dire une
fonction f sur [a, b] telle que

1 siz=1.

Fla) = {0 si e [0,1[,
0

Les principales questions que l'on se pose en général sont : quelles sont les
propriétés communes aux f, qui passent a f 7 Siles f,, sont continues, est-ce
que f est continue ? Si les f,, sont dérivables, est-ce que f aussi? Dans ce cas
a t-on f'(x) = lim, f!(z)? Méme question avec I'intégrabilité ? Est-il vrai
que

n—-+oo

/abf(x)dx: lim /abfn(x)dx?

Nous allons voir avec les exemples ci-dessus que la réponse est non a toutes
les questions posées ci-dessus.

— Les f,, sont continues sur [0, 1], la fonction f ne l'est pas.

— Les g, sont dérivables, de dérivée

gn(x) = V/ncos(nz).

En particulier ¢/,(0) = v/n qui tend vers +oo, alors que g(z) = 0 pour tout
x et que donc ¢'(0) = 0.
On a

1 2

/1 nr(l — )" = " (1—2?)"t| = .
o 2+ 1) y 2T D)

Donc sa limite est +o00 alors que 'intégrale de h est nulle.

On voit a travers ces contre-exemples qu’il faut faire trés attention quand
on passe a la limite sur des fonctions. Essayons de voir dans le détail ce qui
ne marche pas.

Le fait que f(x) = lim, f,(z) veut dire que

Vo € [a,b], Ve >0, AN € N; n> N = |f.(z) — f(z)| < e.
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Dire que f,, est continue c’est
Vo € [a,b], Ve >0, 30 >0; [z —y| <d=|fulz) — fuly)] <e.
Enfin, dire que f est continue c’est

Vr € la,b], Ve >0, 30 >0; |z —yl <d=|f(x) - fy)| <e.

Si on voulait montrer que f est continue, I'idée serait de dire

[f (@) = F)] < [f(2) = fal@)] + [ fa(2) = fu®)] + [fuly) = F(W)] -

Chacun des trois termes peut étre choisi aussi petit qu’on veut, donc on
n’aura pas de mal & montrer que |f(x) — f(y)| < e. Mais regardons de plus
prés.

Soit x fixé. Soit ¢ > 0 fixé. On veut construire 6 > 0 comme dans
la définition de la continuité de f. Ce x étant fixé, on sait qu’il existe N
tel que |fy(z) — f(z)| < /3. Ce N étant fixé on choisit § > 0 tel que
|fv(z) — fn(y)| < €/3 pour tout |z —y| < J. Le probléme c’est que ce N
dépend de x. Le méme N ne marchera pas pour les autres points y, on n’a
pas de controle sur le terme | fx(y) — f(y)].

On voit bien ce qui ne marche pas. Et méme on voit ce qu’il faudrait
changer pour que ¢ga marche! Si dans I’écriture de la limite des f,, ci-dessus,
le méme N marchait pour tous les  on aurait démontré la continuité de la
limite.

6.7.2 Limite uniforme

On dit qu’une suite (f,,) de fonction sur [a, b] converge uniformément vers
f sur [a,b] si

Ve>0, INeN; n> N = |f,(x) — f(z)| <e, Vo €a,b].

On note

M,([a, b)) = sup{|fu(z) = f(z) ; = € [a, 0]}

Théoréme 6.7.1 La suite (f,) converge uniformément vers f si et seule-
ment st
nl_lgloo M, ([a,b]) =0.

Démonstration Si (f,) converge uniformément vers f alors

Ve >0, IN € N; n> N = sup{|f.(z) — f(z)] , = € [a,b]} < €.
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C’est bien la définition de lim,,, o My([a,b]) = 0.
La réciproque est facile. 0

De maniére pratique, comment montre t-on que (f,) tend uniformément
vers f 7 Faisons-le avec deux exemples : f,(z) = 2™ sur [0,1] et g,(z) =
sin(nz)/y/n sur R. On calcule d’abord la limite ponctuelle de la suite :
lim, f,(z) = 0 sur [0,1] et 1 en 1 alors que lim, g,(x) = 0. On regarde
|fn(x) — f(x)] et on regarde si le sup pour tous les x tend vers 0 ou non. Ce
qui revient au méme que d’essayer de trouver une suite (u,) qui ne dépend
pas de z, qui tend vers 0 et qui vérifie |f,(z) — f(x)| < u,. Ici on trouve

sup{|fn(z) = f(2)] ; = € [0,1]} = sup{z"; = € [0,1[} = 1.

On n’a pas convergence uniforme dans ce cas. Pour 'autre on trouve

|gn () — g(z)] <

-

Ce qui prouve la convergence uniforme dans ce cas.

Théoréme 6.7.2 Si (f,) converge uniformément vers f sur [a,b] et si cha-
cune des fonctions f, est continue sur |a,b], alors f est continue sur [a,b].

Démonstration Reprenons ce qu’on avait entamé. Le fait que f est limite
uniforme de (f,,) veut dire que

Ve >0, INeN; n>N = |fu(z) — f(x)] <e, Vz € [a,b].
Dire que f,, est continue c’est
Vo € la,b], Ve >0, 36 > 0; |z —y| <5 = |fulz) = fuly)| < €.
Enfin, dire que f est continue c’est
Vo € [a,b], Ve >0, 30 >0; |z —y| <d=|f(z)— fly)| <e.

Soit € > 0 fixé et soit n tel que |f,(x) — f(z)| < e/3, Vz € [a,b]. On a
[f (@) = fF)l < 1f(@) = fala)| + | fn(z) = fu(@)] + [fnly) = ()]

< T 4 lfale) — fulw)]

Soit z fixé, maintenant on choisit § > 0; |z —y| < 6 = |fu(z) — fu(y)| <
£/3.On a |f(x) — f(y)| < e et on a prouvé la continuité de f au point z. [J
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Hélas, la convergence uniforme n’est pas suffisante pour assurer la conver-
gence des dérivées, ni méme la dérivabilité de la fonction limite. Par exemple,
prenons g,(x) = sin(nx)/{/n sur [0, 7]. Cette fonction est dérivable sur R,
elle converge uniformément vers la fonction nulle. Pourtant sa dérivée est
V/ncos(nz) qui n’est pas identiquement nulle.

En fait pour la dérivabilité, il faut demander la convergence uniforme des
dérivées f!. Nous donnons ici le résultat a titre informatif seulement.

Théoréme 6.7.3 Soit (f,) une suite de fonctions dérivables sur |a,b]. Si
(fn) converge ponctuellement sur |a,b] vers une fonction f et si (f!) converge
uniformément sur |a,b] vers une fonction g, alors f est dérivable sur |a, b,
de dérivée ' = g.

Avec l'intégration ¢a marche mieux.

Théoréme 6.7.4 Si (f,) est une suite de fonctions bornées et intégrables
sur |a,b] qui convergent uniformément vers f sur |a,b|, alors f est intégrable

sur [a,b] et b b
/af(x)dx: lim /afn(x)dx.

n—-+4o0o

Démonstration Soit ¢ > 0 fixé et N € N associé¢ a la suite (f,) dans
la définition de la convergence uniforme vers f. En particulier, sur chaque
intervalle I d’une partition & donnée on a, pour n > N

szpf—iﬂff < sipfn—igffnjLQg.
En particulier
Sa(f) = sa(f) < Salfa) = sa(fu) +26(b—a).
Si on choisit une subdivision telle que S%(f,) — s%(f,) < &, on obtient
Sa(f) = sa(f) < (1 +2(b—a))e.

Cette quantité peut-étre rendue arbitrairement petite. Cela prouve 'intégra-
bilité de f.

Maintenant, on a

/ab f(z)dx — /abfn(x) dx

< [15@) - fu)| do

§/5d$

e(b—a).

Ce qui prouve la limite annoncée. Il
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