Université Claude Bernard - Lyon 1 Semestre automne 2017-2018

Fondamentaux des Mathématiques I

Feuille d’exercices n° 3

ETUDES DE FONCTIONS
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Exercice 1. Donner les parties entiéres des nombres qui suivent : 2; 3,7; —0,5;
Exercice 2. Soit z € R. Montrer qu’il existe k € Z et 0 € [0, 27| tels que =z = 27k + 6.

Exercice 3. Soit z € R*. On définit E={ne N |2" <z }.

Inz
Montrer que E posséde un maximum et que max F = {EJ .
n

Exercice 4.

1. Déterminer ’ensemble des z € R qui vérifient :
(a) [z] =0;
(b) [z] =—3;

2. Représenter graphiquement 'application f : [—1,1] - R, x — [2z].

Exercice 5. Etudier 'existence d’une limite de f au point a pour les données suivantes :
3 —1

21’

Va?

2.a=0et f:R* —R,z+— 22+ —
x

3.a=+cet f: Ry — R,z /o + Vx+ VT — VI3

4. a=—-occet f:]—o00,-5 — R, z+—3++V22+5r — Va2 - 1;

l.a=1let f:R\{-1;1} —m R, z+—

sin x
5 a=0et f:]0,Z[— R, 2 — ————
a € f ] 73[ 7'%. Sln(3x),
2 .
sin( 1
6. a=0et f:]0,7[— R, o — 2 501/T)
sinz
Indication : on rappelle que lim Mr_ g
T— X

Exercice 6. Etudier la continuité des fonctions suivantes en tout point de leur domaine :

0 siz<0

1 sinon ’

1. flzR—>R,x»—>{

2. fooR— R, z+— E(x)+ E(2—z).



Exercice 7. Déterminer en quels points les fonctions qui suivent sont dérivables, et donner leur dérivée.

0 siz <O

2241 sinon 2. o:R—=>R, z+—|z|;

1. flzR—>R,:c»—>{

3. f3:]1,+00[— R, 2 — In(lnx); 4. f1:R—= R, 2+ (22 —|—m4)%;

Va2 + -2
V2 +1+2

5. f5IR*—>R,$l—>€%(COS($))5; 6. fe : R—-R, z+—

7. f1: R—= R, o+ (22 +1)2%

Exercice 8.

1. Montrer que, pour tout z € R, ¥ > x.

T

2. On considére f: R - R, x — .
et —x
(a) Justifier que f est continue sur R.
(b) Calculer, si elles existent, les limites de f en +oo et —oc0.
t
. e
Rappel : tkgloo 7= ~+00.
(c) Dresser le tableau de variations de f.

(d) En déduire que f atteint un maximum sur R puis le déterminer.

Exercice 9. On pose a =4 et € =0,4.
A l'aide du graphe de /-, déterminer 6 > 0 tel que si x € R est tel que |z —a| < 6, alors |/z—+/a| < e.

On veillera & préciser par le calcul les valeurs nécessaires.

22 +3x+3

Exercice 10. On définit f: R\ {-1} - R, z+— 1
x

1. Etudier les variations de f.

Déterminer en quels points le graphe de f intersecte les axes des abscisses et des ordonnées.
Donner ’équation des tangentes en les points précédents.

Montrer que f admet des asymptotes en +o0o et en —oo.

Déterminer la position du graphe de f par rapport aux asymptotes.

Tracer le graphe de f avec précision.

NS sk W

Résoudre graphiquement I'inéquation f(x) > —2.

On veillera & préciser par le calcul les valeurs nécessaires.

Exercice 11. On s’intéresse a la fonction tangente.
1
5

1. Redémontrer que, pour tout z € R\ <z + 7TZ>, tan’(z) = 1 + tan(z)? = ——
2 cos(z)

Etudier les variations de tan.
Déterminer en quels points le graphe de f intersecte les axes des abscisses et des ordonnées.

Donner 'équation des tangentes en les points précédents.

A el o

Tracer le graphe de tan avec précision.



Exercice 12. On définit f: R — R, 2 — x — In(1 + 2?).
Int
R I: lim — =0.
oppel - i =
1. Etudier les variations de f.
Déterminer en quels points le graphe de f intersecte les axes des abscisses et des ordonnées.

Donner I’équation des tangentes en les points précédents.

Montrer que f admet des directions asymptotiques en +oo et en —oo, mais pas d’asymptotes.

A

Tracer le graphe de f avec précision.

Exercice 13. Folium de Descartes.

On définit d’abord z: R\ {-1} = R, t+—
7R\ {-1} = Rt (a(t),y(t)).
L’objectif de cet exercice est de tracer la courbe I' = {~(t) | t € R\ {—1}}.

2

1+t

et y:R\{-1} =R, t+—

3t .
1+ P

1. Calculer, pour tout t € R\ {—1,0}, z(1/t) et y(1/¢).

En déduire que I'on peut se ramener a étudier «y sur | — 1, 1].
2. Dresser les tableaux de variation de x et de y.
3. (a) Calculer, pour tout ¢t €] — 1, 1], y(t) — (—=(t) — 1).
(b) Déterminer le signe de cette expression pour t €] — 1, 1], puis sa limite quand ¢ tend vers —1.
(c) Que peut-on en déduire pour la courbe I'?
4. Tracer T
5. On définit f: R? = R, (z,y) — 2 +9® — 3zy. Calculer f o 1.

Exercice 14. Montrer qu’existent et déterminer les limites suivantes,

lim e eos(@) _ 1 ot lim cos(1 4+ z) — cos(1 — ) .
xiO X mf)O z

Exercice 15.

1. Montrer que, pour tout z > 0, 'on a : e* > 1+ %x?

In(1 + z?)

2. Montrer que la limite lim 5 existe et la calculer.

z—0+t e® — 1 — %x

Exercice 16.

1. Soit I un intervalle et f : I — R continue, et dérivable sur l'intérieur de I.

Montrer que si f’ est croissante, alors

On dit alors que f est convexe.



2. Montrer que, pour tout (z,y) € (R%)? et tout ¢ € [0,1], I'on a :
In(tz + (1 —t)y) > tln(x) + (1 —¢)In(y).

' 2 1,1 _
3. Soit (p,q) € [1,+oo[* tel que 5 + ¢ =1
(a) Montrer que, pour tout (a,b) € (Ry)?, l'on a :

a? b
ab < — 4+ —.
p q
(b) En déduire que, pour tout (a,b) € Ry et tout A > 0,
P b
ab < W 4ae T
p q
(c) Montrer que, pour tout n € N* et tout ((a1,--- ,an), (a1, -+ ,a,)) € (R")?,
n n % n %
Sl < (So) ()
=1 =1 =1

Exercice 17.
1. Montrer que l'application f: R - R, z — e+ L gt injective.

2. Déterminer E C R tel que f : R — E, z — f(x) soit une bijection.

Exercice 18. Déterminer si elles existent les valeurs des minima ou des maxima des ensembles qui

suivent.
1+
1,A1:{m xeR}; 2.A2:{x4—6x2‘x€R};
3. Az ={6x—a%|xe[2,5] }; 4. Ay={2"+¢*| (z,y) eR? ay=11};

Exercice 19. Représenter graphiquement I'application f: R — R, x — arcsin(cos x).

Exercice 20. Etudier la fonction f:[~1,1] — R,  — arcsin x + arccos z.

Exercice 21. Démontrer que, pour tout z € R* , arctanz + arctan% = % et que, pour tout z € R*,

arctan x + arctan % = —g.

Exercice 22. On définit f: R — R, x — = — In(ch z).
1. Etudier les variations de f.
. Etudier les limites de f en —oo et en +oo.
. Montrer que le graphe de f admet des asymptotes en 400 et en —oo.
. Déterminer en quels points le graphe de f intersecte les axes des abscisses et des ordonnées.

2
3
4
5. Donner une équation de la tangente en les points précédents.
6. Tracer le graphe de f avec précision.

7

. Déterminer graphiquement les ensembles suivants : f(R), f([0,+oo]) et f~1(R*).

Exercice 23. On définit f : R — R, z + cos(3x) x cos® z.
1. Montrer que f est paire et 2w-périodique.

2. Etudier les variations de f puis construire sa courbe représentative.



