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Fondamentaux des Mathématiques I

Feuille d’exercices no 3

Études de fonctions

Exercice 1. Donner les parties entières des nombres qui suivent : 2 ; 3,7 ; −0, 5 ;
27

13
; −17

3
;
√
13.

Exercice 2. Soit x ∈ R. Montrer qu’il existe k ∈ Z et θ ∈ [0, 2π[ tels que x = 2πk + θ.

Exercice 3. Soit x ∈ R∗. On définit E = { n ∈ N | 2n ≤ x }.
Montrer que E possède un maximum et que maxE =

⌊

lnx

ln 2

⌋

.

Exercice 4.

1. Déterminer l’ensemble des x ∈ R qui vérifient :

(a) ⌊x⌋ = 0 ;

(b) ⌊x⌋ = −3 ;

(c) ⌊x⌋ = 1
2 .

2. Représenter graphiquement l’application f : [−1, 1] → R, x 7−→ ⌊2x⌋.

Exercice 5. Étudier l’existence d’une limite de f au point a pour les données suivantes :

1. a = 1 et f : R \ {−1; 1} −→ R, x 7−→ x3 − 1

x2 − 1
;

2. a = 0 et f : R⋆ −→ R, x 7−→ x2 +

√
x2

x
;

3. a = +∞ et f : R+ −→ R, x 7−→
√

x+
√

x+
√
x−√

x ;

4. a = −∞ et f : ]−∞,−5] −→ R, x 7−→ 3 +
√
x2 + 5x−

√
x2 − 1 ;

5. a = 0 et f : ]0, π3 [−→ R, x 7−→ sinx

sin(3x)
;

6. a = 0 et f : ]0, π[−→ R, x 7−→ x2 sin(1/x)

sinx
.

Indication : on rappelle que lim
x→

6=
0

sinx

x
= 1.

Exercice 6. Étudier la continuité des fonctions suivantes en tout point de leur domaine :

1. f1 : R −→ R, x 7−→
{

0 si x < 0
1 sinon

;

2. f2 : R −→ R, x 7−→ E(x) + E(2− x).
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Exercice 7. Déterminer en quels points les fonctions qui suivent sont dérivables, et donner leur dérivée.

1. f1 : R → R, x 7−→
{

0 si x < 0
x2 + 1 sinon

2. f2 : R → R, x 7−→ |x| ;

3. f3 : ]1,+∞[→ R, x 7−→ ln(ln x) ; 4. f4 : R → R, x 7−→ (x2 + x4)
1

4 ;

5. f5 : R
∗ → R, x 7−→ e

1

x (cos(x))5 ; 6. f6 : R → R, x 7−→
√
x2 + 1− 2√
x2 + 1 + 2

;

7. f7 : R → R, x 7−→ (x2 + 1) 2x.

Exercice 8.

1. Montrer que, pour tout x ∈ R, ex > x.

2. On considère f : R → R, x 7→ ex

ex − x
.

(a) Justifier que f est continue sur R.

(b) Calculer, si elles existent, les limites de f en +∞ et −∞.

Rappel : lim
t→+∞

et

t
= +∞.

(c) Dresser le tableau de variations de f .

(d) En déduire que f atteint un maximum sur R puis le déterminer.

Exercice 9. On pose a = 4 et ε = 0, 4.

À l’aide du graphe de
√ · , déterminer δ > 0 tel que si x ∈ R+ est tel que |x−a| < δ, alors |√x−√

a| < ε.

On veillera à préciser par le calcul les valeurs nécessaires.

Exercice 10. On définit f : R \ {−1} → R, x 7−→ x2 + 3x+ 3

x+ 1
.

1. Étudier les variations de f .

2. Déterminer en quels points le graphe de f intersecte les axes des abscisses et des ordonnées.

3. Donner l’équation des tangentes en les points précédents.

4. Montrer que f admet des asymptotes en +∞ et en −∞.

5. Déterminer la position du graphe de f par rapport aux asymptotes.

6. Tracer le graphe de f avec précision.

7. Résoudre graphiquement l’inéquation f(x) > −2.

On veillera à préciser par le calcul les valeurs nécessaires.

Exercice 11. On s’intéresse à la fonction tangente.

1. Redémontrer que, pour tout x ∈ R \
(π

2
+ πZ

)

, tan′(x) = 1 + tan(x)2 =
1

cos(x)2
.

2. Étudier les variations de tan.

3. Déterminer en quels points le graphe de f intersecte les axes des abscisses et des ordonnées.

4. Donner l’équation des tangentes en les points précédents.

5. Tracer le graphe de tan avec précision.
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Exercice 12. On définit f : R → R, x 7−→ x− ln(1 + x2).

Rappel : lim
t→+∞

ln t

t
= 0.

1. Étudier les variations de f .

2. Déterminer en quels points le graphe de f intersecte les axes des abscisses et des ordonnées.

3. Donner l’équation des tangentes en les points précédents.

4. Montrer que f admet des directions asymptotiques en +∞ et en −∞, mais pas d’asymptotes.

5. Tracer le graphe de f avec précision.

Exercice 13. Folium de Descartes.

On définit d’abord x : R \ {−1} → R, t 7−→ 3t

1 + t3
et y : R \ {−1} → R, t 7−→ 3t2

1 + t3
puis

γ : R \ {−1} → R2, t 7−→ (x(t), y(t)).

L’objectif de cet exercice est de tracer la courbe Γ = {γ(t) | t ∈ R \ {−1}}.

1. Calculer, pour tout t ∈ R \ {−1, 0}, x(1/t) et y(1/t).

En déduire que l’on peut se ramener à étudier γ sur ]− 1, 1].

2. Dresser les tableaux de variation de x et de y.

3. (a) Calculer, pour tout t ∈]− 1, 1], y(t)− (−x(t)− 1).

(b) Déterminer le signe de cette expression pour t ∈]− 1, 1], puis sa limite quand t tend vers −1.

(c) Que peut-on en déduire pour la courbe Γ ?

4. Tracer Γ.

5. On définit f : R2 → R, (x, y) 7−→ x3 + y3 − 3xy. Calculer f ◦ γ.

Exercice 14. Montrer qu’existent et déterminer les limites suivantes,

lim
x

6=
→0

ex cos(x) − 1

x
et lim

x
6=
→0

cos(1 + x)− cos(1− x)

x
.

Exercice 15.

1. Montrer que, pour tout x > 0, l’on a : ex > 1 + 1
2x

2.

2. Montrer que la limite lim
x→0+

ln(1 + x2)

ex − 1− 1
2x

2
existe et la calculer.

Exercice 16.

1. Soit I un intervalle et f : I → R continue, et dérivable sur l’intérieur de I.

Montrer que si f ′ est croissante, alors

∀(x, y) ∈ I2, ∀t ∈ [0, 1], f(tx+ (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y).

On dit alors que f est convexe.
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2. Montrer que, pour tout (x, y) ∈ (R∗

+)
2 et tout t ∈ [0, 1], l’on a :

ln(tx+ (1− t)y) ≥ t ln(x) + (1− t) ln(y).

3. Soit (p, q) ∈ [1,+∞[2 tel que 1
p
+ 1

q
= 1

(a) Montrer que, pour tout (a, b) ∈ (R+)
2, l’on a :

ab ≤ ap

p
+

bq

q
.

(b) En déduire que, pour tout (a, b) ∈ R+ et tout λ > 0,

ab ≤ λp ap

p
+ λ−q bq

q
.

(c) Montrer que, pour tout n ∈ N∗ et tout ((a1, · · · , an), (a1, · · · , an)) ∈ (Rn)2,

n
∑

i=1

|aibi| ≤
(

n
∑

i=1

|ai|p
)

1

p

(

n
∑

i=1

|bi|q
)

1

q

.

Exercice 17.

1. Montrer que l’application f : R → R, x 7−→ ex
7+x5+1 est injective.

2. Déterminer E ⊂ R tel que f̃ : R → E, x 7−→ f(x) soit une bijection.

Exercice 18. Déterminer si elles existent les valeurs des minima ou des maxima des ensembles qui

suivent.

1. A1 =

{

1 + x

1 + x2

∣

∣

∣

∣

x ∈ R

}

; 2. A2 =
{

x4 − 6x2
∣

∣ x ∈ R
}

;

3. A3 =
{

6x− x2
∣

∣ x ∈ [2, 5]
}

; 4. A4 =
{

x2 + y2
∣

∣ (x, y) ∈ R2, xy = 1
}

;

Exercice 19. Représenter graphiquement l’application f : R → R, x 7→ arcsin(cos x).

Exercice 20. Étudier la fonction f : [−1, 1] → R, x 7→ arcsin x+ arccos x.

Exercice 21. Démontrer que, pour tout x ∈ R⋆
+, arctan x+ arctan 1

x
= π

2 et que, pour tout x ∈ R⋆
−
,

arctan x+ arctan 1
x
= −π

2 .

Exercice 22. On définit f : R → R, x 7→ x− ln(ch x).

1. Étudier les variations de f .

2. Étudier les limites de f en −∞ et en +∞.

3. Montrer que le graphe de f admet des asymptotes en +∞ et en −∞.

4. Déterminer en quels points le graphe de f intersecte les axes des abscisses et des ordonnées.

5. Donner une équation de la tangente en les points précédents.

6. Tracer le graphe de f avec précision.

7. Déterminer graphiquement les ensembles suivants : f(R), f([0,+∞[) et f−1(R⋆
−
).

Exercice 23. On définit f : R → R, x 7→ cos(3x)× cos3 x.

1. Montrer que f est paire et 2π-périodique.

2. Étudier les variations de f puis construire sa courbe représentative.
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