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Fondamentaux des Mathématiques I

Feuille d’exercices n°1

REVISIONS

ORDRE ET INEGALITES

Exercice 1. Ordonner les nombres qui suivent : 2; 1; %; %; V3, % + %

Exercice 2. Pour chacune des propositions, déterminer si elle est vraie ou fausse.

1. Pour tout couple (z, [0,1] x [0,2], on a: —10 < 2% — 2y — 2% < 1.

2. Pour tout couple ,—1] x [2,4], on a : zy > —4.

(
3. Pour tout couple (z, , 7] x [—4,1], on a: —28 < xy < 8.
(

4. Pour tout couple [—3,—2]U[3,4]) x ([-4,-1]U[L,2]),ona: —12 < zy < 8.

Exercice 3.

1. Déterminer I'ensemble des x € R qui vérifient x = vz*.

2. Déterminer I'ensemble des = € R qui vérifient « < 22

3. Déterminer l'ensemble des x € [—1, 00[ qui vérifient 1+ 2z =1—x.
- 11—z
r—2 3x+2

4. Déterminer I'ensemble des x € R\ {2, —%} qui vérifient

MANIPULATIONS ALGEBRIQUES

Exercice 4. Pour tout z € R, on considére P(z) = 2% + 22 + 18.
1. Déterminer des réels a, b, ¢ tels que, pour tout = € R, P(z) = (z + 3)(az? + bz + ¢).
2. Montrer que, pour tout z € R, on a ax? + bx + ¢ > 5.

3. En déduire que, pour tout z > —%, on a P(x) > 13.

Exercice 5.
1. Vérifier que, pour tout réel x, 2% — 623 4+ 10 # 0.

2. Montrer que, pour tout réel z,

2% +62% +322+62 — 1 - n 6
26 — 623 + 10 - 26 — 623 +10



Exercice 6.
1. Démontrer que, pour tout (x,y) € R2, 22 —zy +y> > 0.
2. Résoudre en (z,y) € R? équation 422 + 122y + 8y* = 0.
3. Soit (x,y) € R2. Déterminer a quelles conditions 922 — 42xy + 24y* < 0.

Indication : écrire les expressions précédentes comme des sommes ou différences de carrés.

Exercice 7.
1. Ecrire une équation du cercle C; de centre (4,7) et de rayon 3.
2. Montrer que ’ensemble
Cy = {(m,y) ‘ x2—|—4x—|—y2—6y—12:0}
est un cercle dont on déterminera le centre et le rayon.
3. Ecrire une équation de la sphére S; de centre (4,7,1) et de rayon 3.
4. Montrer que ’ensemble
Sy = {(z,y,2) ! 2?2+ 2y —dy+ 22 +1 =0}

est une sphére dont on déterminera le centre et le rayon.

RECHERCHE D’EXTREMA

Exercice 8. Déterminer les extrema des ensembles qui suivent :

A ={lzy||xze[-1,1] et y€[2,3]}; B ={|x+3y||x€[0,1]U[56] et ye[-3,-2]};

C ={wzy| ze[-L1etye34}; D ={-y@a®+1)|ze[-1L00etye[-2-1]U[34};

B :{x2+1

v xe[_172]etye[273]}; F :{x3+1' xe[—2,2]etye[—1,3]}.

yt+1

SUITES

Exercice 9.

1. On considére la suite (u,,) définie par :

Uptl = Up + 3
UQzl

(a) Quelle est la nature de cette suite ?

(b) Déterminer w,, en fonction de n pour tout n € N.

2. On considére la suite (u,) définie par :

Un+1 = 2uy,
ug = 1/2

(a) Quelle est la nature de cette suite ?

(b) Déterminer u,, en fonction de n pour tout n € N.



Exercice 10. On considére la suite arithmétique vérifiant us = 7 et ug = 19.
1. Déterminer la raison et le premier terme de cette suite.

2. En déduire son terme général.

Exercice 11. Montrer qu’une suite (u,,) est arithmétique si et seulement si la suite (u,-1 — u,) est
q q +

constante.

Exercice 12.
1. Montrer que pour tout réel ¢ # 1 on a :
1— n+1
1_|_q_|_q2_|_..._|_q": 7(]
I—gq
Indication : On pourra poser S, = 1+ ¢+ ¢> + -+ 4 ¢" et simplifier S,, — ¢S,.

2. En déduire que la somme des n + 1 premiers termes d’une suite géométrique (u,) de raison q et

de premier terme ug € R est donnée par :

1_qn+1
Ug +up + -+ uUp = Ug (*) .
l—gq

Exercice 13. Etudier la convergence des suites suivantes :

3. (up) = <<n—|—%>3—n3> 4. (up) = <\/n2—|—n—\/n2—|—1>

5. (un) = <ﬂ> 6. (un) = (%)%N\{m}.

ETUDE DE FONCTIONS

Exercice 14.

PARTIE A Soit g la fonction définie sur R par g(z) = 1 — (22 — 2z + 2) exp(—=x).

1. Etudier les limites de g en —o0 et +00.
Calculer ¢’ et déterminer son signe.
En déduire le tableau de variations de g.

Démontrer que ’équation g(z) = 0 admet une solution unique a dans R.

A

En déduire le signe de g.

PARTIE B Soit f la fonction définie sur R par f(z) =z — 1 + (22 + 2) exp(—x).



1. Etudier les limites de f en —o0 et 4-00.

2. Calculer f’. Dresser le tableau de variations de f.

Indication : On pourra s’aider de la partie A
3. Démontrer que f(a) = a (1 + 2exp(—a)).
4. Donner une équation de la tangente 7' & (C) au point d’abscisse 0.

5. Tracer T puis (C) (on admettra que 0.35 < a < 0.36 et que 0.85 < f(a) < 0.86).

Exercice 15. Etudier les fonctions suivantes :

m3
1. f:R—=Rx— —.

2_1
2. fiRo Rz Y2 "2

X

1+1
3. f:R—HR,xl—)mz—i-x—i(x).

BIJECTIVITE ET COMPOSITION

Exercice 16. Soit f:R R,z 22 +1letg: R =R,z 3x —1. At-on fog=go f?
Exercice 17. Soit f : [1,+oo[— [0, +0o[, z + 22 — 1. Cette fonction est-elle bijective ?

Exercice 18. Soit f: R — R,z +— 2z/(2? + 1).

1. f est-elle injective ? surjective ? Indication : pour l'injectivité, on pourra montrer que pour tous
réels u,v, on a f(u) = f(v) < 2(v —u)(uv — 1) = 0. Pour la surjectivité, on pourra s’intéresser a
léquation f(x) = 2.

2. Montrer que f(R) = [-1,1].

3. Montrer que la restriction g : [—1,1] — [—1,1],z — f(x) est une bijection.

4. Retrouver ce résultat en étudiant les variations de f.



