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L’objectif de ce probléme est la résolution de 1’équation a? — 2b? = +1, avec (a, b) € Z?
On pose Z[2] = {a + bv2: (a,b) € 7?}

Partie |

1. Montrer que :
e V2¢0Q
e 1€7[2]
e Pourtoutx € Z[2] etx' € Z[2] : x + x' € Z[2] et xx' € Z[2]

a. Etablir que pour tout x € Z[2], il existe un unique (a, b) € Z tel que x = a + bv/2.
On pose alors ¥ = a — b+/2, et on I’appelle « conjugué de x ».

b. Soit ¢:Z[2] — Z[2] I’application définie par :

p(x) =X
Montrer que :
e (=1
e Pourtoutx € Z[2] etx' € Z[2], p(x + x") = p(x) + p(x') et p(xx") = p(x)p(x").
e ( est bijective et déterminer ¢ 1.
3. Pour x € Z[2] on pose N(x) = xx.

a. Justifier que pour tout x € Z[2], N(x) € Z, et montrer que pour tout x € Z[2] et x" € Z[2]
N(xx") = N(x)N(x").

b. Montrer que x € Z[2] admet un inverse dans Z[2] si et seulement si N(x) = +1.

Partie Il
On se propose dans cette partie de décrire I’ensemble H = {x € Z[2]: N(x) = +1}, ce qui correspond a la
résolution de 1’équation initialement proposée.
1. Montrer que le produit de deux éléments de H est dans H.
2. Soitx = a + bv2 € H. Montrer que :
a. a=0eth > 0entraine que x > 1.
b. a<0eth < 0entraine que x < —1.
c. ab < 0 entraine que |x| < 1. On pourra montrer que |x~1| > 1.
3. OnnoteHY = {x € H:x > 1}.
a. Alors montrer que six = a+ bv2 € H" alorsa > 0 etb > 0.
b. En déduire que u = 1 + /2 est le plus petit élément de H*.

4. Soitx e H*
a. Montrer qu’il existe un unique entier naturel n tel que u™ < x < u™*1.
. n+1 n+1
b. En déduire que x = u™. On pourra montrer que ux € H" et que ux <u.

c. Conclure que H = {#u™: n € Z}. On fera une double inclusion. Pour montrer que H c
{+u™: n € Z} ondistingueralescasx >1;x=1;0<x < 1letx <O0.



Correction

Partie |

e On suppose qu’il existe p, g € N tels que V2 = g, on peut supposer de plus que p et g ne sont

pas pairs tous les deux, sinon, on simplifie par 2.
alors 2g2 = p?, ce qui montre que p? est pair, donc p est pair car si p est impair son carré
serait lui aussi impair. 1l existe k € N tel que p = 2k, ce que I’on remet dans 1’égalité
2q% = p? © 2q% = 4k? & q% = 2k?
Donc g2 est pair, puis par le méme raisonnement que précédemment q est pair, ce qui est
impossible, finalement
V2 ¢Q
e 1=1+0x+/2€Z[2]car(1,0) € 72
Soientx = a+ bV2 € Z[2] et x’ = a' + b'V2 € Z[2]
e x+x' =a+bV2+a +bV2=(a+a)+ (b+b)V2EeEZ2]
Cara+a €Zetb+b' €L
o xx'=(a+bVv2)(a' +b'V2)=aa +ab'V2 +ba'Vv2 +2bb’ = (aa’ +2bb") +
(ab’ + a’b)V2 € Z[2]
Caraa’ + 2bb' € Zetab' + a'b € Z.

a. L’existence vient de la définition de Z[2], il faut montrer 1’unicité du couple (a, b) € Z. On
suppose qu’il a deux couples (a,b) € Z? et (a’,b") € Z? tels que
x=a+bV2=ad +bV2=>a-a =0 —b)V2

Sib # b alors
a—a
a+b\/§=a’+b’\/§:>b,_b=\/§
Comme - € Q, ¢’est impossible.
Sib = b alors

a+b\V2=ad +b'V2=2a=a
Ces deux couples sont donc égaux.

p(D=p(1+0xV2)=1-0xV2=1
Soientx = a + bV2 € Z[2] et x’ = a’' + b'V2 € Z[2]
px+x) =g ((@a+a)+ b +bW2)=(a+a) = (b+b)W2
=(a—bV2) + (a’' = b'V2) = p(x) + p(x")

pxx) =¢ ((aa’ + 2bb") + (ab’ + a’b)\/f) = (aa’ + 2bb") — (ab’ + a’b)V2
Et

()" = (a — b\/z)(a’ — b’\/i) = (aa' + 2bb") — (ab’ + a’'b)V2 = p(xx")
On remarque que pour tout x € Z[2].

9op() =X =X =x

Ce qui montre que ¢ o ¢ = Idy|), et donc que ¢ est bijective avec ¢~ = ¢@.
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3.
a. Soientx =a+bV2 €Z[2]etx’ =a' +b'\V2 € Z[2]
N(xx") = xx'xx' = xx'p(xx") = xx' () p(x") = xp(x)x'p(x") = xxx'x’ = N(x)N(x")
b. Soit x € Z[2].
Si x est inversible dans Z[2] alors xx™! = 1 donc N(xx~1) = N(1) = 1, par conséquent
N(x)N(x~1) = 1, comme N(x) et N(x~1) sont des entiers on en déduit que N(x) et N(x~1)
valent —1ou 1
Réciproque
SiN(x)=+1
Si N(x) = 1 alors xx = 1 donc x est inversible d’inverse x € Z[2].
Si N(x) = —1 alors xx = —1 donc x est inversible d’inverse —x € Z[2].

Partie Il
1. Soitx e Hetx' € H, xx' € Z[2] d’aprés I.1 N(xx") = N(x)N(x') = +1 x +1 = +1 donc xx' €
H.

2.
a. Comme (0,0) ¢ H, (a,b) + (0,0).
Sia>0eth>0 donca>1letx =a+bvV2>1.
Sia>0eth>0donch>1letx=a+hbvV2>1
Sia > 0etb > 0 méme raisonnement.
En fait tout vient que a et b ne peuvent étre nul en méme temps.
b. Comme (0,0) ¢ H, (a,b) # (0,0).
Sia<0eth<0donca<-letx=a+bV2<-1.
Sia<0Oetb<Odonch<-letx=a+bV2<-1
Sia < 0etb < 0 méme raisonnement.
En fait tout vient que a et b ne peuvent étre nul en méme temps.
C. aetb n’ont pas le méme signe.
Six™'=X=a—bV2 = 10u< —1daprés les questions précédentes.
Six™'=X=—a+ bV2 > 10u < —1 d’aprés les questions précédentes.
Ce qui montre que |x~1| > 1, par conséquent |x| = = <1.
3.
a. Soitx =a+hbV2 € H,onax > 1etgrace a la question 1. on en déduit que a > 0 et b > 0.
En effet si a et b sont négatifs c¢’est impossible a cause de 1.b., s’ils sont de signes opposés c’est
impossible a cause de 1.c.
Est-ce que a et b peuvent étre nul ? Si a = 0 I’équation a® — 2b? = 1 n’a pas de solution, si
b = 0 alors I’équation a® — 2b? = 1 devient a® = 1, ce qui implique que x = 1, 1a encore c’est
impossible puisque x > 1. Par suitea > 0etb > 0.
b. u=1++v2€H". Caru>1etN(u)=1?—2x (12) = —1. De plus pour tout x € H*, x =
a+ bv2aveca € N*eth € N* doncx > u
Ainsi u est le plus petit élément de H.
4,

_ In(x)\ _ [In(x) . . In(x)
a. Onposen=E (_ln(u)) = [—ln(u)J, la partie entiére de v



In(x)

n< 1n(u) <n+le nln(u) < ln(x) < (n + 1) ]n(u) o ]n(un) < ln(x) < ln(un+1) oyt

< x<u?
b. Comme u € Z[2], d’apreés I.1. u? € Z[2], par une récurrence immédiate u™ € Z[2]
Comme u € H, d’aprés 1.3.a. N(u?) = N(u)N(u) = 1 et par une récurrence immédiate, pour
tout p € N, N(u??) = 1 et N(u?P*1) = —1. Finalement pour tout n € N, u"*! € H.

Six€eH alorsi =x"1 € H, d’apres 1.3.b.

L untl , . . unt+1 un+1 +
On en déduit que — € H d’aprés I1.1. et puisque —> 1, —€ H
un+1 um x
=u—=<u—=1u
X X X

D’apres 11.4.a.
De plus u est le plus petit élément de H™ ce qui entraine que

uTl+1

=u
X

En simplifiant par u, on en déduit que x = u™.
c. Puisqueu € H,vn € Z,u™ € H. De plus —1 € H donc VYn € Z,—u™ € H, ainsi
{tu",n€eZ}cH
Inversement
Soitx € H,donc x # 0
Si x > 1alors x € H* donc il existe n € N tel que x = u™

Six =1alorsx = u°.

. 1 . . 1 . g . N
Si0<x<1alors o= x~1 € H* et donc il existe n € N tel que o= u', ce qui équivaut a x =

u—n

Six <Oalorsy =—x = (—1)x € H car —1 et x sont dans H, puisque y > 0, d’aprés les trois
premiers cas, il existe n € Z tel que y = u™ et donc x = —u™ et dans tous les cas x €
{tu™ n € Z} ce qui montre que H c {+u",n € Z} et finalement

{tu",neZ}=H



