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On pourra admettre le résultat suivant (inégalité des accroissements finis) :
Soit I un intervalle de R et soit f: I — R une application dérivable.
Soient x et y deux éléments de I, avec x < y.

Alors il existe ¢ € |x,y[ tel que f(y) — f(x) = f'(c)(y — x).
Soit A un nombre réel strictement positif.

Soit f I’application définie sur R par f(x) = x + A (% - x3).
Soit a un réel. On définit une suite u par uy = aet:vn € N,u,.q = f(uy,).

Exercice 1.
a. Si la suite u est convergente dans R, quelle est sa limite possible ?

b. Montrer que pour tout x dans R : x S%:f(x) >xetx zizf(x) < x.

Exercice 2.  Dans les exercices 2, 3 et 4, on suppose que 0 < 1 < % et0<a<l.

a. MontrerqueOstiﬁf(x) S%etque%SxS 1z>%sf(x).

p) y)
On remarquera que pour x € [0,1], Ax? + Sx+,<1
b. Préciser la monotonie de u selon les valeurs de a.

Exercice 3. On pourra appliquer le théoréme des accroissements finis et vérifier que f' est décroissante.
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a. Montrer quesi-<x <1 alorsona0 < f(x) -5 < (x _E)f (5)
n
b. En déduire quesils a<1lalors:vneN,0 < un—lsl(l —3/1) :
2 2 2 4
Exercice 4.  On pourra appliquer le théoréeme des accroissements finis.
a. Montrerquesi0 < x < %alors ona:0< %—f(x) < G— x)f’(x).
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b. Montrerquesi 0 < x < > alors f est croissante, en déduire que pour toutn € N*, =< u
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C. EndedU|requeS|0Saszalors:VneN*,OSz—unsz<1—a/13) :

Exercice 5.  Dans cette question, on suppose que% <A< g ettoujours 0 < a < 1.
a. Effectuer une étude soignée des variations de 1’application f sur [0,1].
On précisera notamment les réels B, y tels que% <B<y,f'B)=0etf(y)= %

Et montrer que f(B) < 1,f(0) >0etf(1) =0
b. Montrer que tous les termes u,, de la suite u sont dans [0,1].
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c. Etudier la suite u suivant les valeurs de u, = a, ¢’est-a-dire (0 < a < a=s.-<a<y,a=y

ety < a < 1),. On précisera en particulier si la suite est monotone, éventuellement a partir d’un
certain rang.



