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On pourra admettre le résultat suivant (inégalité des accroissements finis) :
Soit I un intervalle de R et soit f: I — R une application dérivable.

Soient x et y deux éléments de I, avec x < y.

Alors il existe ¢ € |x,y[ tel que f(y) — f(x) = f'(c)(y — x).

Soit A un nombre réel strictement positif.

Soit f I’application définie sur R par f(x) = x + A (% - x3).
Soit a un réel. On définit une suite u par uy = aet:vn € N,u,.q = f(uy,).

Exercice 1.
a. Si la suite u est convergente dans R, quelle est sa limite possible ?

b. Montrer que pour tout x dans R : x < % = f(x)=xetx > % = f(x) <x.
Correction exercice 1

a. Si lasuite est convergente vers un réel [, alors, on obtient f (1) = [, par passage a la limite dans la
relation u, ., = f(u,) (en effet f est définie et continue sur R).

1 1 1
= = —_3 3 =-_ = -
f(l)—l(:)l—l+/1(8 l)(:l 8(:)1 >

CarA # 0.

1 13 1 1 1
— = ——x3 = —_ — 53 = —_— — — 2
fO)=x A(s * ) A((z) * ) A(z x)(44'2x'*x )
%+%x+x2aundiscriminantA:%—l <0donci+%x+x2 > 0,comme x>0, f(x)—xale

A . 1
méme signe que ~ — x.

Doncpourtoutxdanis:xs%:f(x) 2xetx2%=>f(x) < x.

KN

Exercice 2.  Dans les questions 2,3 et 4, onsuppose que 0 < A < -,et0 < a < 1.

a. MontrerqueOst%zf(x) séetqueis)cs 1=>%§f(x).

N

On remarquera que pour x € [0,1], Ax? + %x + ’Zl <1

b. Préciser la monotonie de u selon les valeurs de a.
Correction exercice 2
a.

3 f@=5-x-a(5-2) =5 -x-a(5-x) (G437 + )

/12+/1 +A<A+A+A—
X y=ATITYT
0

Donc%—f(x)alemémesigneque%—xalors SxS%:f(x)siet%SxS1:§sf(x)

b. On utilise les résultats obtenus dans les deux questions précédentes.
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1 1
ongE::»OSxSf(x)SE (1D

Comme u, 41 = f(u,), on montre par récurrence que 0 < u,, <

N |-

Pourn=0uy,=ac€ [0%] sipourtoutn e Nque 0 <u, S%alorso < f(up) = Upsq S%

etdoncgracea (1) que 0 < uy, < Upyq = f(uy) < %

. - .y 1 1 .. .
La suite u est donc croissante et majoree par - etque - est la seule limite possible

;s , . 1
Comme u,+; = f(u,), on montre comme précédemment par une récurrence que si ug = a € [E' 1]

1 1
pourtoutn € Netque> <u, <1 alorszs Uper = fuy) <up, <1

. ; . . , 1 1 .. .
La suite u est donc décroissante et minorée par > etque - est la seule limite possible

li _1
At =3

Exercice 3. On pourra appliquer le théoreme des accroissements finis et vérifier que f' est décroissante.

.1 1 1\ (1
a. Montrerque5|ESxS1a|orsona0£f(x)—zs(x—z)f (E)

P .1 1 1 3 .\"
b. EndedU|requeS|—sas1a|ors:VneN,0Sun——s—(l——l) :
2 2 2 4

Correction exercice 3
f"(x) = —6Ax < 0 donc f' est décroissante.

. Loo- . 1 1 o . .,
a. Le résultat est évident si x = > On suppose donc que S<x<leton utilise 1’égalité des
accroissements finis sur ]x%[ pour la fonction f qui est dérivable, il existe ¢ € Ex[ tel que :

- () = oY= r () (-1

Carc > %entraine que f'(c) < f' G) puisque f' est décroissante. On en déduit que :

o=ro0-3=r()(e-)

b. Comme u,;; = f(uy,)

032D ()= 2032

Par conséquent par récurrence

Caru, € E 1]
Est vrai pourn = 0

1 1 3\ 1/ 3\"/ 3. 1/ 3
VnEN,OSunH—ES(un——)<1——/1) 35(1—1/1) (1—2/1) 35(1—11)

Exercice 4.  On pourra appliquer le théoréeme des accroissements finis.
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a. Montrer quesi 0 < x s%alorsonazo s%—f(x) < (%—x)f’(x).

. 1 - p - *
b. Montrerquesi 0 < x < > alors f est croissante, en déduire que pour toutn € N*, =< u

A 1 1 1 * 1 1 3 n-1
c. Endéduire que si 0 Saszalors:VneN ,0 S5 T Un Sg(l—a)ﬁ) :

Correction exercice 4
. s = . 1 1 oy , .,
a. Le résultat est évident si x = > On suppose donc que 0 < x < Seton utilise 1’égalité des

. .. 1 . . o . - 1
accroissements finis sur ]x,;[ pour la fonction f qui est dérivable, il existe ¢ € ]x;[ tel que :

1 1 1
1(3) -1 =r@©(G-x) < fe(5-x)
Car ¢ > x entraine que f'(c) < f'(x) puisque f' est décroissante. On en déduit comme dans le 3.a.
que :

0 S%—f(x) < f'() (%—x)

b. f'(x) =1 — 3Ax? donc pour tout x € [0%]
2

"x) =1 3/1><(1) =1 3/1>1 3><4—4>0
fix) = 2) Tt T4t = T 7Ty

Ce qui montre que f est croissante sur [O, %]

Comme 0 < u, < f(u,) =uUpy1 < %on apourtoutn € Nu, € [0%] puis que f(0) < f(u,) <

1 . . A 1 . .
f (5) Ce qui equivauta - < Uyq < 7, 0NeN déduit que :

[Ey

A
vn € N*, = < <=
nESNg=tn=y
c. Donc d’apres a.

0< %_ Untr < (l_u”)f,(u") = (%—un)f’ (%)

2
Et
(B -1-n() —1-2x
I"\8) = 8/ = 64
. 1 3
VneN,Os——unﬂs(z—un)(l—al)
Par conséquent par récurrence
o<l <1<1(1 3/13)1‘1_1
=2 "M== " ~2

Caru, € [O, ﬂ

Puis
neN, 052w < (bow)(1-2#) <2 (1-22) (1-2#)
nEREE T =57 64" ) =2\" " 64 64

- 1 (1 3 13)"

2 64
Ce qui acheve la recurrence donc

vn € N* 0<1 <<1 )(1 3 ,13)n_1<1<1 3 /13>n_1
nER =TT 64 =2\ "

Exercice 5.  Dans cette question, on suppose que% <A< g ettoujours 0 < a < 1.
a. Effectuer une étude soignée des variations de 1’application f sur [0,1].
On précisera notamment les réels g, y tels que% <B<y,f'(B)=0etf(y) = %
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Et montrer que f(B) < 1,f(0) >0etf(1) =0
b. Montrer que tous les termes u,, de la suite u sont dans [0,1].

c. Etudier la suite u suivant les valeurs de u, = a, c’est-a-dire (0 < a < —; a=-=;- < a<y,a=y

ety < a < 1),. On précisera en particulier si la suite est monotone, eventuellement a partir d’un
certain rang.

Correction exercice 5
a. Onrappelleque f'(x) =1 —3Ax2%,pourx € [0,1] f'(x) =0 & x = \/% = B avec
f'x) >0 xe[0,B] et f'(x) <0 x€e]p, 1]
onaf(0)=1/(3)=1-22>1-3xi=0etf'(1)=1-31<0
Comme la dérivée f' est strictement décroissante on a :

1<<1
5 <F

Gréace au théoréme des valeurs intermédiaires pour f' qui est bien continue.
Comme f est croissante sur [0, B[ et [0, B[ et f est décroissante sur |3, 1], le maximum de f est en

f(B).
Puisque f G) = % ona f(pB) >%
D’autre part
7 4 1 1
f(l)—l——/1<1—§><§ 1-— 2 E

Donc il existe unréel y € 1B, 1[ tel que f(y) = Ed apres le théoréme des valeurs intermédiaires (f
est bien continue).
On trouve y en résolvant f(x) = % d’ou les équivalence suivante

f(x)—%=0@—(%—x><1—</1x2+%x+%)>=0

\ . 1 , e g
D’apres 2.a. puis comme y > oY verifie

2 A A 2
Ax +§x+Z=1<:>4Ax +2x+1—-—4=0

Le discriminant de cette équation est :
A=421% —4 X411 — 4) = 4(A?> — 42?2 + 161) = 4(164 — 31%) = 41(16 — 31)

8 16 X 7 — 24
>4/1<16—3><§>=4/1—

7
Il'y a donc deux solutions

—% —/4(161 —34?) —/% — 2V164 — 342

/1 2 = e - = <0
5 H+\4161-313) ~5+2V161-32 _) 1 4161 — 312 0
2= 22 N 22 - 42 g

On remarque également que f(1) =1 — Z/l >0card < §

Enfin, on a toujours f(x) —x >0si 0 < x <1 etf(x) —-x<0 SI L < x < 1. Cela résulte des

calculs effectués dans 1’exercice 1.b.



x 0

() + + + 0
i) LT I® <t —
4>0//// \\\\*1—£A>0

8
flx) —x + 0 —
b. On sait que uy = a est un élément de [0,1] et que pour toutn € Nona u,,q = f(u,)
Pour tout x € [0,]ona0 < f(0) < f(x) < f(B) <1
Pourtoutx € [B,1Jona0 < f(1) <f(x) <f(B) <1
Donc pour tout x € [0,1] ona f(x) € [0,1]
On peut faire une récurrence, u, € [0,1] et on montre que si u,, € [0,1] alors u,,,; = f(u,) € [0,1]
ce qui achéve la récurrence.
c. Ladiscussion suivante se déduit des variations de f et de 1’étude du signe de f(x) — x

B Y 1

I 0Sa<%
Si0 Sx<%al0r30 <x<f(x) <%, on en déduit que pour toutn € N
1
OSun <un+1 <E

. . - / .. . 1
La suite u est croissante et majorée donc elle converge vers la seule limite possible >

.- 1 .
i. a=z la suite est constante, elle est donc convergente.

i. -<a<y

Si % <x<y alors% < f(x) < x <y, onendéduit que

La suite u est décroissante et minoreée, elle converge vers la seule limite possible ;
iv. a=y,u =f)= % la suite est stationnaire donc elle converge vers %
V. y<acsl

1 , . . 1
0 <u; = f(a) <. Onest ramené au premier cas. La suite converge vers -.



