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Préliminaire
Soita € R et € ]0,2n[ et n € N*. On pose :
n—-1
C(a,,n) = Z cos(a + ko)
k=0

Etablir les formules :
n
~ sin (T(p) cos (a +(n—-1) %)
C(a,,n) = o (%) et

On pourra pour cela évaluer C(a, ¢, n) + i S(a, p,n).

S(a,p,n) =

Semestre d’automne 2017-2018

n-1

et S(a,p,n)= Z sin(a + k)

k=0

sin (%) sin (a +(Mn-1) %)

n(8)

Correction préliminaire

3 points

n-—1 n-—1

C(a,o,n) +iS(a,o,n) = z cos(a + ko) + iZ sin(a + ko) = z(cos(a + ko) + isin(a + ko))

n—-1 n-1 n-1
. L . . \k
— Z el(a+k<p) — Z elapiky — ola Z(eup)
k=0 k=0 k=0

1 point

n-1

k=0

e =1e13l€eZ¢=2n

Ce n’est possible, donc e’ # 1.

4 points
n—1 i
. ia ip k ia 1—e™®
Cla,@,n) +iS(a, p,n) = e Z(e ) =etT—=e
k=0
K )
P (e_mf _ M7
= glap(—Diy 2

IR,
(7% - )

) — ei(a+(n—1)£) —2isin (n_)

sin (a +(n—-1) %)

_sin(%) o 0

_w(cos(a+(n—1)E)+Lsm(a+(n—1)5)
n n

_sin(F) oy . sn(F)

_Wcos(a+(n—1)5)+l@

D’ou I’on déduit que :
sin (%) cos (a +(n—-1) %)

n(5)

C(a,p,n) =

Partie |

et S(a,@,n) =

sin (%) sin (a +(n—-1) %)

n(8)



On pose a = %
Montrer que cos(a) + cos(3a) = % a I’aide du préliminaire et de I’annexe 1.
En linéarisant cos(a) cos(3a), montrer que cos(a) cos(3a) = — % (cos(a) + cos(3a)).

On exprimera cos(2a) et cos(4a) en fonction de cos(a) et cos(3a)
En déduire la valeur de cos(a) a I’aide de I’annexe 2.

Correction partie |

4 points

2 X 2a 2a
i 2-1D%E)
cos(a) + cos(3a) = C(a,2a,2) = Sm( 2 )COS (0( + ) 2 ) _ $in(2a) cos(2a)

sin (ZTa) B sin(a)
_ 1sin(4a)
2 sin(a)
Comme sin(4a) = sin (4?”) = sin (71 — g) = sin (g) = sin(a)
cos(a) + cos(3a) = ;:EEZ; %
3 points
cos(a) cos(3a) = %(cos(4a) + cos(2a))

Comme

cos(4a) = cos( z ) = cos (n — g) = —cos (g) = —cos(a)

cos(2a) = cos( ) (n - —) = —CoS (%T) = —cos(3a)

Ona

cos(a) cos(3a) = —%(cos(a) + cos(3a)) = —%

2 points. On connait la somme et le produit de cos(a) et cos(3a), donc ces deux valeurs sont les
solutions de :

X 1X 1—0
2 4
Le discriminant est :
A—1+1—5
4 4
Et les solutions sont :
1-v5 1++5
4 7 4

Puis on remarque que cos(a) > 0, puisque 0 < % < %et que cos(3a) < 0, puisque % < 3?” <. 0n
en déduit que :

cos (TL’) 14++/5

5 4

Partie 11

2



1. Dans cette question, et les suivantes, 6 désigne le réel %

On pose :
x; = cos(30) + cos(58) + cos(78) + cos(110)
X, = cos(@) + cos(96) + cos(136) + cos(158)
Montrer que x; > 0.
Montrer que x; + x, = % en s’aidant du préliminaire.

c. Calculer le produit x;x,. On devra pour cela :
i. Développer le produit des deux sommes x; et x.
ii. Appliquer au résultat obtenu la formule linéarisant le produit cos(a) cos(b).
iii. En conclure que x;x; = —2(x; + x3).
d. Déduire de ce qui précéde des expressions de x; et x, a I’aide de racines carrées.
2. Onposeici:
y; = cos(36) + cos(50)
y, = cos(76) + cos(116)
y3 = cos(@) + cos(136)
y4 = cos(96) + cos(156)
a. Calculer, en s’inspirant de la question précédente les produits y;y, et y;y,.
b. En déduire les expressions de y,, y,, y3 et y, a I’aide de racines carrées.
3. Calculer cos(6) cos(136). Et expliquer comment on pourrait trouver cos(8), c’est trop long a faire le
calcul entier en temps limite.

Correction partie 11

1. 3points. x; = cos(36) + cos(560) + cos(76) + cos(116)
a 0<Z<Zeto<cZ<E
17 2 17 2
Donc cos(508) > 0 et cos(78) > 0, d’aprés Annexe 3.
cos(116) = — cos(66) > —cos(36)
Car cos est décroissant sur [0, 7]
Ce qui montre que cos(36) + cos(116) > 0
Finalement x; > 0.
b. 4 points.
x; + x, = cos(@) + cos(38) + cos(560) + cos(96) + cos(76) + cos(116) + cos(138) + cos(150)
7
= z cos(6 + k20)
k=0
D’apres la question précédente, pourn = 8,a =0 et ¢ = 20 = i—:, donc sin (%) = sin (%) #0
7

v = ) cos(6 +k26) = SN X0 LB Z 1)) _ sIn(B) cos(3) _ snC1o9)

&~ sin(6) B sin(@) ~ 2sin(0)
sin(170 — 0) sin(m—60) sin(0) 1
-2 sin(0) -2 sin(0) ~2 sin(0) 2
sin(80) cos(860) = %sin(166) d’aprés annexe 1.

C.



I. 1 point
x1%, = (cos(36) + cos(560) + cos(78) + cos(118))(cos(6) + cos(90) + cos(130) + cos(1560))
= cos(360) cos(0) + cos(30) cos(98) + cos(36) cos(130) + cos(36) cos(156)
+ cos(58) cos(8) + cos(560) cos(90) + cos(58) cos(136) + cos(560) cos(158)
+ cos(78) cos(6) + cos(76) cos(98) + cos(78) cos(138) + cos(76) cos(156)
+ cos(118) cos(8) + cos(118) cos(90) + cos(118) cos(138) + cos(118) cos(158)
ii. 3 points
cos(a) cos(b) = %(cos(a + b) + cos(a — b)) d’aprés annexe 1.

1
X1Xy = E(cos(49) + cos(20) + cos(126) + cos(68) + cos(166) + cos(100) + cos(188) + cos(126)

+ cos(60) + cos(48) + cos(146) + cos(40) + cos(180) + cos(86) + cos(208) + cos(106)
+ cos(80) + cos(668) + cos(186) + cos(28) + cos(208) + cos(668) + cos(226) + cos(89)
+ cos(1260) + cos(108) + cos(208) + cos(26) + cos(240) + cos(28) + cos(268)

+ cos(49))

1
=3 (4 cos(260) + 4 cos(46) + 4 cos(60) + 3 cos(80) + 3 cos(100) + 3 cos(126) + cos(148)

+ cos(160) + 3 cos(180) + 3 cos(2060) + cos(2260) + cos(240) + cos(260))
iii. 3 points. Puis d’aprés annexe 3.

1
XXy = — 5(4 cos(1560) + 4 cos(1360) + 4 cos(1168) + 3 cos(90) + 3 cos(70) + 3 cos(50) + cos(36)
+ cos(8) + 3 cos(8) + 3 cos(38) + cos(560) + cos(76) + cos(90)) =
1
=-3 (4 cos(1560) + 4 cos(136) + 4 cos(116) + 4 cos(96) + 4 cos(76) + 4 cos(56)

+ 4 cos(8) + 4cos(30)) = —2(x; + x3)
d. 2 points.Ona

.
XL T Xy = )
xle = _2(x1 + xZ) = _1

N . 1 . .
D’aprés annexe 2. La somme des racines est S et le produit vaut —1, donc x, et x, sont les racines de

I’équation :
Dont le discriminant vaut

Les deux racines sont donc

1-V17 1+V17
e

1+v17 1-v17
Commex; > 0x; = Z_ etx, = ‘/_.

a. 3 points+3 points
1Y, = (cos(36) + cos(50))(cos(76) + cos(116))
= cos(360) cos(70) + cos(308) cos(116) + cos(560) cos(70) + cos(560) cos(116)

= % (cos(1060) + cos(48) + cos(148) + cos(86) + cos(1260) + cos(26) + cos(166)
+ cos(66))
= —%(cos(79) + cos(130) + cos(368) + cos(96) + cos(50) + cos(150) + cos(H)

1 1
+ cos(110)) = _§(x1 +x,) = ~2



y3Vs = (cos(8) + cos(130))(cos(96) + cos(150))
= cos(0) cos(960) + cos(@) cos(158) + cos(136) cos(960) + cos(136) cos(156)
= %(cos(lOH) + cos(86) + cos(166) + cos(148) + cos(228) + cos(40)
+ cos(286) + cos(26))

= —%(cos(70) + cos(96) + cos(6) + cos(30) + cos(50) + cos(1360)

1 1
+ cos(116) + cos(156)) = _E(X1 +x;) = ~2

b. 3 points+3 points. On a

( __1L
V1Y2 4
1++v17
Yity2=x%= 2
Donc y, et y, sont les deux racines de 1’équation :
, 1+V17 1
—_ VvV -——=
4 4

Sont discriminant vaut

2
1417 142V17 + 17 34 + 2v/17
A=3 ST T

Les solutions sont dont

{1 +V17 /34 +2V17 1++/17 N V34 + 24/17
8 8 "8 8

Comme 0 < 36 < %et que 0 < 50 < % ona cos(36) > 0 et cos(56) > 0, par conséquent y; > 0

Cela donne
1+V17 ++/34 + 2417 1+V17 — /34 + 24/17
V1= ) et yz = )
Ona
( __1
{ YV3Ya 4
1—-+v17
b’3 TtV =Xy =—"7FT—
Donc y, et y, sont les deux racines de 1’équation :
1-417 1
Y? — Y—==0
4 4

Sont discriminant vaut

2
1—+/17 1-2V17 + 17 34 — 24/17
+1l=— 4 1=—
4 16 16
Les solutions sont dont

{1 — V17 /34 -2V17 1—\/1_7+\/34—2\/1_7
’ 8

8 8 8

Comme% < 96 < metque g < 156 < 1, 0nacos(96) < 0 et cos(150) < 0, par conséquent y, < 0

_1—\/ﬁ+\/34—2\/ﬁ _1—\/1_—\/34—2\/ﬁ
a B 8

8

Cela donne

Y3 et y4

5



3. 3 points.

cos(6) cos(130) = %(cos(149) + cos(126)) = %(— cos(38) — cos(50)) = —%yl

1++17 ++/34 + 2417

16

Comme

1—-+v17 ++/34 - 2v17

8

y3 = cos(0) + cos(1360) =

cos(6) et cos(136) sont les deux racines de :

e 1—\/17+\/34—2\/17X 1417 ++/34 + 24/17 .
8 16 B

Dont le discriminant est :

2
A_<1—\/ﬁ+\/34—2\/ﬁ) +41+\/ﬁ+\/34+2\/ﬁ

8 16

1417 4+ 34 —2v17 — 2417 + 2~/ 34 — 24/17 — 24/17+/ 34 — 2417
a 64
161 + V17 ++/34 + 2417

64
68 + 12417 + 2+/34 — 2417 — 24/17+/34 — 24/17 + 16434 + 2/17
B 64

68+12\/ﬁ+2((1—\/ﬁ)\/34—2\/ﬁ+8\/34+2\/ﬁ>
N 64

Puis on «arrange » (1 — v17)v/34 — 2V17 + 8v/34 + 2v17

2

(1 —x/ﬁ)J34— 2V17 + 8J34+ 2V17

2

=( (1-v17) 34— 2V17 —16(1—@)\/34—2\/ﬁ\/34+2\/ﬁ

+ <8 /34 + 2\/ﬁ)>

= (1 - 2V17 + 17)(34 — 2V17) — 16(1 — V17)\/34% — 4 x 17 + 64(34 + 2v17)

= (18— 2V17)(34 — 2V17) — 16(1 — VI7)V4 x 172 — 4 x 17 + 64 x 17 x 2 + 12817
=18x2X 17 =36 x V17 — 68V17 + 4 x 17 — 16(1 —V17)/4 x 17(17 — 1) + 64 x 17
X 2 +128V17
=9x4x17-104V17 +4x 17— 16(1 —V17)V4 X 17 x 16 + 32 x 17 X 4 + 12817
=9x4x17—104V17 + 4 x 17 — 16 x 8(1 —V17)V17 + 32 X 17 x 4 + 128V17
=9Xx4x17-104V17 +4x 17 - 16 X 8V17 — 16 x 8 x 17 + 32 X 17 x 4 + 128V17
=4x17(9 4+ 1—32 4+ 32) 4+ 15217 = 680 + 15217

Comme il est & peu clair que (1 — v17)v'34 — 2V17 + 8v34 + 2v17 > 0

On en déduit que
(1- W)J34 - 2V17 + 8J34 +2V17 =+ /680 +152V17

6

2




Finalement

A 1—\/17+\/34—2\/17+\/68+12\/17+2\/680+152\/17

cos(@) = cos (E) = 5

L’autre solution étant manifestement négative.

Annexe :
1. Pourtouta,b € R

1
cos(a) cos(b) = > (cos(a + b) + cos(a — b))
Cela s’appelle linéariser cos(a) cos(b).
1
sin(a) cos(a) = > sin(2a)

2. Pourtouta,b € C,onposep = abets =a+ balors aetb sont les deux solutions de I’équation
X2—sX+p=0

3.

(20) = (271) _ (27‘[ ) _ ( 1571) _ (1571) _ (1560)

COoS = COS 17 = COoS 17 ) = COS 17 = COS 17 = COS
(40) = (4n) _ <4n ) _ ( 13n> _ (137r> _ (136)

COS = COS 7 = COS 17 T = COS 17 = COS 17 = COoS
(60) = (671) _ <6n ) _ ( 1171) _ (1171) _ (116)

COoS = COS 17 = COS 17 )= COS 17 = COS 17 = COS

(89) = <8T[) _ (811 ) _ ( 971') _ (971) _ (90)
COS = COS 17 = COS 17 T = COoS 17 = COS 17 = COS

(108) = (1071) _ <10n ) _ ( 77'[) _ <7n) _ (76)
cos = Cos 7)) = cos 17 )= —cos 17) = cos 17) = cos
(126) = (1271) _ (12n ) _ ( Sn) _ <5n) _ (59)
cos = cos )= cos 17 T )= —cos 7) = cos 7) = cos
(146) = (147r) _ (147r ) _ ( 37r> _ (311) _ (30)
cos = cos )= cos 17 T )= —cos 7)) = cos 7) = cos
16w 16m T T
cos(1660) = cos (F) = — oS (7 - n) = — cos (— ﬁ) = —cos (ﬁ) = —cos(0)
18n T T
cos(186) = cos (F) = cos (ﬁ + 7'[) = —CoS (E) = —cos(6)
(20) = (2071) _ (37r 4 ) _ (371) _ (39)
cos = cos 7)) = cos 17 | = —cos 17) = cos
(226) = (ZZn) _ (Sn 4 ) _ <57r> _ (59)
cos = cos 7)) = cos 17 | = —cos 7) = cos
(249) = (2471) _ <7n 4 ) _ (77‘[) _ (76)
cos = cos 7)) = cos 17 | = —cos 17) = cos
(266) = (26n) _ (97r 4 ) _ <9n _ (99)
cos = cos 7)) = cos 17 | = —cos 7) = cos
28w 11m 11n
cos(286) = cos (7) = Cos (1— + n) = — oS (1—> = —cos(1108)



