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PARTIE COMMUNE

Exercice 1 : Questions de cours

— Voir Cours + TD

Exercice 2 : On considere un nombre complexe w = a + ib avec (a,b) € R x R .

w—1
1. On pose z = -. Montrer que :
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2. Montrer que (|w|? — 1) + (2a)? < (|w|? + 1)
(Wl = 1) + 20)* < (|wf? = 1)2 + (2a)* + (20)*
< (Jw]* = 1)% + 4Jw|* = |w|* + 2Jw]* + 1
i < (lw* +1)%.
3. En déduire que |z| < 1.
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On sait que b > 0,donc (|w|* + 1+ 2b)? > (Jw|? + 1) > 0.
wl* = 1)% + (20)?
(|wl* + 1)

On aboutit a : 2|2 <

< 1, d’apres la question précédente.

Exercice 3 : Soit P:={w € C, Im(w) >0} et D:={z € C, |z| < 1}. On considere 'application :

o:P — D
w—1
w+1
1. Déduire de I’exercice 2 que ® est bien définie (i.e. P(w) € D pour tout w € P).

w >

[ Soit w € P.w s’écrit alors sous la forme w = a + ib avec (a,b) € R x R .

w—1
L’exercice précédent donne alors immédiatement que z = i ¢ (w) vérifie |z] < 1,

w1

| Clest a dire ®(w) € D.

2. Montrer que ® est injective.

[ Soit w,w’ €P  tels que ®(w) = P(w').

w—1 w—1

D(w) = BW) & — =

+i Wi
S (w—i)(w+1i) = (W —i)(w+1)
S ilw—w) =i(w —w)
Sw=uw.



3. Soit z un nombre complexe vérifiant |z| < 1.

. . . . fz+1
Déterminer la partie imaginaire du complexe w =1 (1

). En déduire que w € P.

[ z+1 (z+1)(1-2) (=22 + 2iIm(z) + 1
w=1 =il —=) =i .
1—2 (1-— z)(l—iz) |1 — z]?
On en déduit : Im(w) = ‘1_‘12) >0, donc w € P.
4. Déduire de ce qui précede que @ est bijective.

[ On a déja établi que ® était injective. Il suffit donc de montrer qu’elle est surjective.
Soit z € D. On cherche un antécédent & z, c’est a dire un w € P tel que ®(w) = 2.

: L fz+1
La question précédente montre que le complexe w = i (1

) est un élément de P.

On vérifie aisément que ®(w) = z.

Exercice 4 : Soit z un nombre complexe de module p et d’argument 6.

1. Soit k € N. Exprimer z* + z* en fonction de k, p et 6.
Ona z=pe? et z=pe .
Donc 2F 4 zF = pFeik? 4 pke=ikd — pF (eik@ + e‘ik(’) = 2p" cos(k0) .
2. Soit n € N. En déduire que :

n

H (zk + Z’“) = 2"+1pn(n2+1> H cos(k0) .

k=0 k=0

ﬁ (zk + Z’“) = ﬁ (2pk cos(k@))
k=0

k(f%?) x (ﬁpk) X (ﬁms<k9>>

= ontl 5 p(i=ok Hcos (k)

= 2"+1pn( S H cos(k6)
L k=0

Exercice 5 (bonus) 1 point supplémentaire par question.

On considere les fonctions :

f:R? — R g:R — R?
(r,y) — ay z — (z,2%)

1. La fonction f est elle injective ? surjective 7 bijective ?

[ e £(0,1) = £(0,0) =0 : f n’est pas injective (et donc pas bijective).

| ® Soit A€ R. On a f(1,\) = A.On en déduit que f est surjective.

2. La fonction g est elle injective 7 surjective ? bijective 7

[ eVx,2' €R, g(x) = g(z') = (v,22) = (2/,2"?) = x = 2’ . g est donc injective.
e L’élément (0, —1) € R? n’admet pas d’antécédent par g.

| On en déduit que g n’est pas surjective (et donc pas bijective).




3. Déterminer foget go f.

4. Les fonctions f o g et g o f sont-elles injectives 7 surjectives ? bijectives ?
oz €R, fog(z) = f(v,2”) =2°.
La fonction réelle x € R + 23 est bijective (cours).

oV(z,y) € R, go f(z,y) = g(ay) = (zy, (xy)*) .
Cette fonction n’est pas surjective pour les mémes raisons que g.
Cette fonction n’est pas injective car g o f(0,1) = go f(0,0) = (0,0).



