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Fondamentaux des mathématiques-DS n°2

Exercice 1.  Soir f: R — R une application
1. Montrer que si f est strictement décroissante alors f est injective.
2. Montrer que la réciproque est fausse, pour cela, on donnera une application injective de R dans R qui ne

soit pas strictement décroissante.

Correction exercice 1. 3 points+3 points=6 points
1. Lacontraposée de f est injective est :
Vxy,%; € Roxy # x; = f(x1) # f(x2)
Si f est strictement décroissante et si x; # x, alors, soit x; < x, etalors f(x;) > f(x;) donc f(x;) #
f(x3), soit x; > x, etalors f(x;) < f(x;) donc f(x;) # f(x,), ce qui montre que f est injective.

2. Soit f: R — R définie pour tout x € R* par f(x) = i etpar f(0) =0
1 1
f(_2)=—§<§=f(2) et —2<2
Ce qui montre que f n’est pas strictement décroissante.

Exercice 2.
1. Le but est de montrer que pour tout x € R** :

an ) = artan (57) = aretan ()
arctan 2 = darctan x+1 arctan x

X ) " (x - 1)
— arctan
1 X

f(x) = arctan <%) et g(x) = arctan (x n

Montrer que ces deux fonctions ont la méme dérivée.
b. En faisant tendre x vers +oo trouver la constante qui relie ces deux fonctions.

a. Onpose:

2. Calculer

n

1
Sy = z arctan (m)
k=1

3. Endéduire

nl—l>r-Poo Sn

Correction exercice 2. (2 points+4 points)+2 points+4 points ; 2. 3 points ; 3. 1 points=16 points

1.
a. Pourtoutx >0



33 -1 —4x
f'(x) = X 2= 1\ 4xt+1
1+ (zm) *(1+7a)
x+1—x x—(x—-1) 1 1
R GRS S 25 VA
1+( X )2 1+(x—1)2 (x+1D2+x2 x2+(x—1)>2
x+1 X (x +1)2 x2
1 1 1 1
T2+ 2x+14x2 x24+x2—-2x+1 2x2+2x+1 2x2—-2x+1
2x%> —2x+1—(2x*>+2x + 1) —4x
Co@2x2+2x+D2x2-2x+1)  (2x24+14+2x)(2x2+1—2x)
—4x —4x —4x

TS e i v e g e v S

b. Les deux dérivées sont égales sur ’intervalle R** donc il existe K € R tel que :
fG)=gx)+K
Pour x - +oo, f(x) — arctan(0) = 0 et g(x) — arctan(1) — arctan(1) = 0, donc K = 0.
On en déduit que pour tout x > 0

1 X x—1
arctan <—) = arctan ( ) — arctan ( )
X

2x? +1 X
2.
n n
1 k k-1
S, = Z arctan (—2) = 2 (arctan (k n 1) — arctan ( k ))
k=1 k=1
n n
= 3 aretan () = . arean (*5.7)
= arctan | —— arctan
k=1 =1
n+1 n
B z . kK'—1 Z . (k — 1)
= arctan | — arctan | —
k'=2 k=1
En posant k' = k + 1 dans la premiére somme
n+1 n
§ = k—1 k—1 _ n 0) = n
n = RZ; arctan( v ) - kzl arctan( v ) = arctan (n m 1) — arctan(0) = arctan (n n 1)

Car il s’agit d’une somme télescopique.
3. Lorsque n — 4o, — — 1 donc
n+1

. s
ngg_lw S, = arctan(1) = 2

Exercice 3. Soitn € N*
1. Montrer par récurrence que :

Zn: 12 = nn+1)2n+1)

6
k=1
2. Pour k € [1,2n], soient a; € R. Vérifier que :
2n n n
Z ay = Z Az + Z Azk-1
k=1 k=1 k=1

En déduire la valeur de



Z(Zk _1)2
k=1
2n
Z (_1)k+1k2
k=1

3. Déduire de 1. et de 2. la valeur de

Correction exercice 3. 3 points+(1point+5 points)+3 points=12 points
1. Pourn=1
1
11+DE2Z+1
z K221 et (1+1)( ) _
6
k=1
L’égalité est vraie pour n = 1, il faut montrer que 1’égalité au rang n entraine celle aurang n + 1
n+1
nn+1)2n+1 n+1
Zk2—2k2+(n+1)2 ( )6( ) L+ 12 = @n 4 1) + 6(n+ 1]
k=
n+1
=—= [2n% + 7n + 6]
Le discriminant du polyndme 2X2 + 7X + 6 est A = 49 — 4 X 2 X 6 = 1, ses racines sont :
-7-1 -7+1 3
Xl = 4 = _2 et XZ = = —=

4 2
On en déduit que
3
2X2+7X+6=2(X+2)<X+§>=(X+2)(2X+3)

Par conséquent

n+1

zkz=n46rl(n+2)(2n+3)=(n+1)(n+1+61)(2(n+1)+1)

Ce qui acheve la récurrence donc pour tout n > 1

i 2 _nnt D+ D)
B 6

2. Pour voir ce que cela donne

2n n n

k=1 =1 =1
2n

Zai=a1+a2+a3+a4+---+a2n_1+a2n=(a2+a4+---+an)+(a1+a3+---+a2n_1)

k=1
n n
= z azk + z Azk-1
k=1 k=0
Pourn =1

2x1 1 1
Zak —a1+a2 =Za2k+2a2k 1 —a2+a1
k=1 i=1 i=1

L’équation est vraie pour n = 1



2(n+1) 2n+2

2n n
E ax = E ax = E Ax + Aopy1 T Aopyz = Z azr + z k-1 T dopt+1 T Aonsz
k=1 k=1 k=1 =
n n

S

k=1 k=1
n+1 n+1

= Z Ay + Azpqo + Z Ay—1 t Azpy1 = Z az, + Z Ark-1

Ce qui acheve la réecurrence.
D’aprés 1’égalité ci-dessus, avec a; = k?

n n 2n
;(Zk)z + ;(Zk _1)2 = ;kz

- - 2n(2n + 1)(2 x 2n + 1)
niin n
4Zk2+2(2k—1)2= -
k=1 k=1

En appliquant le 1. a "2n" au lieu de n, par conséquent

nn+1D@n+1) N , _2n(2n+ 1)(4n + 1)
4 ; + ;(Zk —1)? = -

Ce qui équivaut a

On en déduit que
n

Z(Zk —1)2 = nn+1DMAn+1) 2n(n+1)Cn+1) n@Cn+1D[An+1) —2(n+1)]
= : _ = _ !
_n(n+1)(@2n-1)
- 3

k=1

Autre méthode

n n n n n
2(21«—1)2 =Z(4k2—4k+1) =4Zk2—42k+21
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

n(n + 1)(2n+1)_4n(n+1)+n_4n(n+1)(2n+1)_12n(n+1)+6_n

6 2 B 6 6 6
4n+1)2n+1)—-12(n+1)+6 42n’+3n+1)—-12n—-12+6
6 6
8n?+12n+4—-12n—-12+6 8n? -2 an’-1 nC2Cn-1)0Cn+1)
=n =N =n =
6 6 3 3

3. D’aprés 1. Appliquer a a; = (—1)k"1k?

i(—l)k—lkz — i(_l)zk—l(Zk)z + i(_1)2k+1—1(2k _ 1)2 — _ i(Zk)z n i(Zk _ 1)2
! =t k=1 k=1 i=1

_42": 2 M DER =D G+ DEn+1) n@n+ D=1
k=1

3 6 3
nn+1)2n+1) n2n+1)2n-1)

=2 3 * 3

- @(—zm + D) +2n—1) = n(znTH) x (=3) = —n(2n + 1)

Exercice 4. Soitn € N
1. Montrer que pour tout x € R*



n n+1
_ kx Ex Sh( 2 x)
A,(x) = e’ = e2 1
=0 sh(3%)
2. Soient
n n
C,(x) = Z ch(kx) et S,(x)= Z sh(kx)
k=0 k=0
Montrer que pour tout x # 0
n+1 n+1
nxs Sh X x\ Sh X
C,(x) =ch(—= ( : ) et S,(x) =sh(— ( : )
n 2 1 n 1
sh (—x) sh (—x)
2 2
Correction exercice 4. 4 points+4 points
1. Pourtoutx #0,e* =1
n n n+1 _n+i1 n+1
i K 1— (ex)n+1 1— e(n+1)x e 2 X e 2 X e 2
An(x) = e = (e ) = 1 — eX = 1 —eX = 1 X 1 1
k=0 k=0 e2” e 2¥ — e2*
+1 +1
n —2sh (n > x) n sh (nTx)
= er X 1 = ezx—l
—2sh (7 x) sh (7 x)
2.
n n n n
ek* 4 e~kx 1 1 1 1
— h =Z =_z kx _Z —kx=_A ZA(-
C,(x) Zc(kx) _ o) e kS e = 2 AG) + 5 A(-)
k=0 k=0 k=0 k=0
n+1 n+1
1 s("7=x) 1 . sh(-"7x)
=—e2" X +—-e 2
1 2 1
sh(7%) sh(-2%)
! n sh(n+1x) . n _h(n+1x)
_ DIy 2 -2y 2
=—e2" X 1 +§e 27 X 1
sh (ix) —sh (796)
n+1 n+1 n n n+1
L ) 1 a ) e
=—e —e =
1 2 1 2 1
sh (3 sh(7%) 2%)
+

'_\X

| S
=
N
wn
=
~—~
S
N
=
~—

%)
=
—

=ch(2

N[ —
=
N——



n

Sn(x) = Z sh(kx) =

k=0

n
k=0

—kx _ lA(x) — %A(—x)

Q
=
x
I
Q
|
=
&
Il
N =
M3
o
=
=
|
N =
M:
[0}

21 k=0 k=0 ) 2

T h(n;; x)‘z Bl _n% )
Sh(ix) Sh(—ix)

%egx h(n-zilx)_l —ExXSh n-zi_lx) erzlx—e_ngh(n—glx)
sh (? x) 2 sh (7 x) 2 sh (z x)
h(nt 1

sh(g)S 2 )

)



