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Feuille n° 4 : Sommes de Riemann, intégrales

Exercice 1 (x) Calculer les limites des suites suivantes :

n n ] (2n)!
1. anzkz::lm§ 4. dn = nlnm’
. By 5. en:zn:sin(ﬁ)sm( 5)5
2. bnzgm; =
3 n . " 6. fn= Zsm k+n
Con = 1;[” + k2)Ym, 7 g =n ;(1+ )(112233 ... )72 |
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Indication : x — % <sinz < x pour tout x € [0, g]

2m
Exercice 2 Soit z € D := R\ {1, -1}, on pose f(x) = / In(2? — 2 cos(t)x + 1) dt.
0

1. Montrer que f est bien définie dans D.
2. Factoriser sur C le polynéme X" — 1.

3. Calculer f(x) a l’aide de ses sommes de Riemann.
Exercice 3 (x) Intégrales, parité et périodicité.
1. Soit @ > 0. Soit f : [—a,a] — R une fonction continue sur [—a, a.

(a) Montrer que si f est paire, alors f(z)da = 2/ f(z)d.
0

—a

a
(b) Montrer que si f est impaire , alors f(z)dx =
—a

2. Soit T > 0. Soit f : R — R continue sur R et T-périodique.

b+T
(a) Montrer que pour tous réels a et b, / flx)de = / f(x)dx.

(b) Montrer que pour tout réel a, / xz)de = / flx

a

Exercice 4 Soit f une application continue sur [0, 1] & valeurs strictement positives.

Montrer que ) )
/0 In(f(t))dt <In (/0 f@) dt) .

Exercice 5 Soit f continue sur [0, 1], déterminer la limite de

(k+1)/n

1 n
— n—=k
nkzzo( )/k/"

Exercice 6 Soit a,b deux réels tels que a < b. Soit f
continue.

f(z)de.

: [a,b] — R une fonction

1. Montrer que si f est a valeurs positives, et telle que / f(z)dx = 0, alors f est
a

identiquement nulle sur [a, b].

2. Montrer que f est de signe constant sur [a, b] si et seulement si

b
[ 1rwlat=

Exercice 7 Calculer, sur un intervalle ou le calcul est valable, les primitives des
fonctions rationnelles suivantes :

@ [

b
F(t)dt|.

dx

© 0 [ 5

dx

(i) <*>/4x2+4x+5

0 ) [ 06 [ /%4+1
(d)/xz_iimdx () /izfiidm

Exercice 8 (x) Calculer les intégrales suivantes :
1 2

(a) / e T dx
0

o [,

1 1/2
(c) /0 (3 4+ 1)e™ dz (e) /0 (Arcsinz)? dx

0 /1 dz
o 9chx+3shz+4

zlnx
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Exercice 9 () En utilisant le changement de variable t = 7 — x, calculer :

I:/x
0

dx

sin x
———dx
1+ cos?2zx



Exercice 10 (x) Primitives de polyndmes et fractions rationnelles en cos et sin. Exercice 13 Calculer les intégrales suivantes :

1. Soit k € N*. En utilisant la relation : Vo € R, cos?* x = (1 —sin? 2)*, déterminer 1 4 dz 1 da
les primitives sur R de x — cos?**+1 z. a / In(z% + 3) dz d / —_— / —
o 4 N L (®) 0 ( ) () 2 xVa?—2 (&) _1 (sht +cht)
2. Calculer les primitives sur R de x + cos® x. Indication : on pourra linéariser ) (poser t = /2/z) 12 )
cos* z. b \/1—x2d (h) l+x+x de
e . . N ( ) xQ x 3 V1 — 2
3. On veut calculer les primitives d’une fonction de la forme R(cosz,sinz) ot R est 1/2 (e) / 22In(2® — 1) da 0 z
une fraction rationnelle en deux variables. (poser z = cos 0)) 2 5 Q) / T d
\ - i
Le changement de variable ¢ = tan(§) permet toujours de se ramener au calcul © 3 dz (poser ¢ = z°) o cos?p v
des primitives d’une fraction rationnelle en ¢. Mais les calculs sont souvent assez ¢ / 1 2
2 v +1 ) t+7
lourds (et le degré du dénominateur assez élevé). On peut dans certains cas utiliser (poser ¢ = T+ 1) () / V1—22dx () / \/ T 16 dt
un autre changement de variable, donné par les régles de Bioche : -1 0
— si R(cosz,sinz)dx est invariant par le changement de = en m — x, alors on
pose t = sinz; Exercice 14 (x)
— si R(cosz, sinx) dz est invariant par le changement de x en —z, alors on pose 12 o /4
t=cosz; 1. Montrer que liIJIrl T dz = 3. Montrer que lilil (sinz)" dz =
— —
— si R(cosz,sinx)dx est invariant par le changement de x en x + 7, alors on 0. noreeJo t 0. nTTeeJo
pose t = tanx. 1 .n 1 —nz
Calculer les intégrales suivantes : 2. Montrer que ngf}rloo y 1tz dz = 0. 4. Montrer que ngffoo L Tt dr =0.

(a) (%) ™2 sin® rda © () /2 dx (©) /4] 4 tana
* _— - - @

a o l+cos?zx o o 14+2cosx ¢ o 1+sin(2z) ¥ Exercice 15 Soit f :[0,1] — R une fonction continue. Pour n > 1, on pose
1

) () /”/6 tanx dx () /”/4 sinz da (f) /W/4 cosz dx I, = / t"Lf(t) dt.

in2 ind 3 6 sin?z +2tan’z 0

0 1+sin®s 0 SINT 2 + cosTw /6 1. Montrer que I,, — 0 lorsque n — +o0.

2. On suppose que f est de classe C! sur [0, 1]. Effectuer une intégration par parties

sur I,, puis montrer que nl, — f(1) lorsque n — +oo.

1
Exercice 11 Pour tout (p,q) € N?, on pose B(p,q) = / 2P(1 — z)?dx; c'est la
0 3. On suppose que f est de classe C! sur [0, 1]. Montrer que fol f(#)sin(nt)dt — 0.

« fonction Beta ».

1. Soit (p, q) € N2. Comparer B(p,q) et B(q,p). Exercice 16  Déterminer

2. Montrer que pour tout (p,q) € N* x N, B(p,q) = LB(p —1,q+1).

qg+1 . 1 VT ;
3. Calculer B(0,n) pour tout n € N. pm An ) z Sln(j) z

4. En déduire la valeur de B(p, q) pour tout (p,q) € N2

. "\ 7k
ol a, = ,}_1 Sln(%)
Exercice 12 (x) Onnote D ={(z,y) e R*[0 <z <1, 7 <y <e*/2}

et
s

1. Montrer que pour tout z € [0,1],

2. Dessiner D.
3. Calculer l'aire de D.



