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Devoir surveillé n°4 — Corrigé

Exercice 1 On considére Iapplication R? — R? suivante :

fi(z,y,2)— (x —y+ 2, 2,9).

1. Montrer que f est un endomorphisme de R3.
Réponse : Montrons que f : R? — R? est lincaire : soient (x1,y1,21), (T2,y2,22) € R3 et
o1, € R.

flea(zr,y1,21) + a2, 42, 22)) = f((aamy + agwa, cays + oy, 121 + a222))
= ((a1z1 + agwa) — (a1y1 + aay2) + (121 + agza), 121 + aze, a1y1 + a2ys)
= ai(z1 —y1 + 21,21, 01) + @2(T2 — Y2 + 22, 22,92)
= aif((@1,y1,21)) + aof (22,42, 22)).

Ainsi f est bien un endomorphisme de R3.

2. On introduit les sous-espaces vectoriels de R? suivants : F = Im(f + Id) et F = ker(f + Id).
Donner une base et la dimension de chacun d’eux.
Réponse : f+1d: (z,y,2) = 2z —y+ 2,y + 2,y + 2), donc

20 —y+2=0 T=—z
(w,y,z)eker(f—l—ld)<:>{y+zzo <:>{y:—z

D’ou ker(f +1Id) = Vect ((1,1,—1)) et (1,1, —1) forme une base de F, qui est de dimension 1.
Par le théoréme du rang, on sait donc que £ = Im(f +1d) est de dimension dim R? — dim ker(f +
Id)=3—-1=2.Or,
m(f+1d) = Vect ((f+1d)(1,0,0) (f +1d)(0,1,0), (f +1d)(0,0,1))
= Vect ((2,0,0),( 1 1
= Vect ((1,0,0), (

par exemple, car (—1,1,1) = (1,1,1) — 2(1,0,0). La famille ((1,0,0),(1,1,1)) est donc une base
de F.

3. Montrer que E = ker(f — Id).
Réponse : Comme f—1Id: (z,y,2) — (—y+2z,—y+2z,y—2) = (—y+2)(1,1,—1) est clairement
de rang 1 (son image est Vect ((1,1,—1))), son noyau est de dimension 2 d’aprés le théoréme du
rang. De plus,

(f —1d)(1,0,0) = (f —1d)(1,1,1) = (0,0,0),

et donc F C ker(f —Id). Enfin, ces deux sous-espaces vectoriels de R? sont de dimension 2, d’oi
I’égalité.

4. Montrer que E et F sont supplémentaires dans R3.
Réponse : Soit u € EN F. Alors, par définition de F' et d’aprés la question 3,

(f+1d)(u) = (f —Id)(u) = (0,0,0), c-a-d. {

Ainsi u = —u et donc u = (0,0, 0).
De plus, dim F +dim F =2+ 1 = dimR?, donc E et F sont bien supplémentaires dans R3.



Exercice 2 Résoudre sur l'intervalle indiqué les équations différentielles suivantes :

1
1. ¢ + —y = cosx sur |0, +o0[;
x

A
Réponse : Les solutions de ’équation homogéne sont les yg : © — e J1/zde — N\e=Inz — 2

)

x
pour A € R. Pour trouver une solution particuliére de I’équation compléte, on utilise la méthode

_ . Az
de variation de la constante : on cherche une solution sous la forme y : z — (

, ol A est une

fonction a déterminer. Alors :

1 N(z)z — A A
Va €]0, +-o00[, ¥/ (x) + ;y(m) —cosz <= Vz €]0,400], (I)x$2 (z) (z)
< VYV €]0,4o00[, N(z) =zcosz
< Vz €]0,+00[, A(z) = [zcoszdz

Or, par intégration par parties, fxcosxdx = xsinx — fsinxdw = zsinx + cosz. Ainsi, les
solutions de I’équation compléte sur |0, +o0o[ sont :

A xsinz 4+ cosz . cosx + A

y:rxr—» —+ ——— =sinx + ——, avec A € R.
x x T
2. y" —y — 2y = ze” sur R.

Réponse : L'équation caractéristique correspondante est 72 —r —2 = 0, qui a pour solutions -1
et 2. Par conséquent, les solutions de ’équation homogéne sont les yo : x — Ae™® + e, pour
A, 1 € R. Pour trouver une solution particuliére de I’équation compléte, on la cherche sous la
forme d’un polynome de degré 1 multiplié par exp (car le coefficient devant 2 dans 'exponentielle,
1, n’est pas racine de I’équation caractéristique) : y :  — (ax+b)e”, o a,b € R sont a déterminer.
Alors :

Ve € R, y'(z) — ¢ () — 2y(z) = ve” <= VzcR,
(a’x + 2a + b)ex - (G/.%' + a4+ b)ez — 2(@1’ + b)e‘r = xex
— VzeR, 2ax+a—2b==zx

— —2a=1
a—2b=0
1

& a=—-etb=——
“T7aC 1

Ainsi, les solutions de 1’équation compléte sur R sont :

1
yix— e T+ pe?® — Z(Qw + 1)e”, avec A\, u € R.

Exercice 3 On considére les fonctions R — R suivantes : fo: x +— 1, fi : . +— x, fo : > 22, et

f3: @+ 23, On note alors E = Vect(fo, f1, f2, f3), sous-espace vectoriel de R® (ensemble des fonctions
R — R). On définit également 'application :

p: E — R

1
f f(z)

1_{_%de

1. Justifier que ¢ est bien définie et montrer qu’il s’agit d’une application linéaire.
Réponse : Pour toute f € E, l'intégrale fol f(z)/(1 + 2?)dx est bien définie car, comme f est
continue sur R, il s’agit de l'intégrale sur [0, 1] d’une fonction continue sur cet intervalle. Par
conséquent, ’application ¢ est bien définie. Montrons qu’elle est linéaire : soient f,g € E et
a,beR.

L (a x Uz Uog(x
go(af—i—bg):/o (flt_bi;()dx:a/o de—i-b/o lg_i(_;dx:ago(f)+bg0(g)

Donc ¢ est bien linéaire.



2. a) Quelles sont les valeurs possibles pour le rang de ¢ 7
Réponse : D’aprés la définition de ¢, son image est un sous-espace vectoriel de R, qui est un
espace vectoriel de dimension 1. Donc la dimension de Im ¢, c-a-d. le rang de ¢, est inférieure ou
égale a 1. D’ou rg(¢) € {0,1}.
b) Montrer que ¢ est surjective.
Réponse : Montrons que ’application ¢ n’est pas 'application nulle :

S| 10
o(fo) = A x2dm = [arctan x]; = 1
Ainsi p n’est pas nulle, et donc n’est pas de rang 0. Par conséquent, d’aprés la question précédente,
@ est de rang 1. D’ot dimImp =1 et Imp = R.
3. a) Déterminer la dimension de E.
Réponse : Comme E = Vect(fo, f1, f2, f3), montrons que la famille (fo, f1, fo, f3) est libre :
soient ag, ay, as, as € R tels que ag fo + a1 f1 + asfo + asf3 = Oge, c-a-d. :

Vo € R, ag +a1:1:+a2x2 +a3x3 =0

Autrement dit, le polynéme ag + a1 X + a2 X? + azX?® € R[X] est le polynéme nul, et donc
ap = a1 = az = ag = 0. Ainsi la famille (fo, f1, fo, f3) est libre, et forme une base de E, qui est
donc de dimension 4.

b) En déduire la dimension du sous-espace vectoriel F' de E défini par :

1
F:{feE|/O 1]:(_922dx:0}.

Réponse : On remarque que F' = ker ¢. Donc, par le théoréme du rang,

dim F' = dimker p = dim £ —dimIlmp =4 -1 = 3.

Exercice 4 On considére les deux endomorphismes de RN suivants :

’U():O

g (un)n>0 — (Unt1)n>0 et d: (up)n>0 —> (Un)n>0 avec { vy =y g sin > 1

1. Soit (up)n>0 la suite (1,2,3,4,...). Quelle est son image par g7 Par d?
Réponse : En appliquant les définitions de g et d :

9((1,2,3,4,...)) = (2,3,4,5,...) et d((1,2,3,4,...)) =(0,1,2,3,...)

2. Calculer les compositions god et d o g.
Réponse : Soit (up)n>0 = (uo, u1, us, ... ) une suite réelle.

god((UO,ul,Ug,...)) = g((O,UO,Ul,- : )) = (u07ulvu27' )
Donc g o d = Idgw.
dog((u(],ul,uz,...)) = d((ul,ug,ug,...)) = (0,uy,ug,...)

Donc appliquer d o g consiste a remplacer le terme de rang 0 de la suite par le nombre 0.

3. Montrer que d est injective. Est-ce un automorphisme ?
Réponse : Pour l'injectivité :

(tn)nz0 € kerd = g(d((un)n)) ) = Opn <= g 0 d((tn)n)) = Op <= (un)r = O

Donc kerd = {Ogn} et donc 'endomorphisme d est injectif. L’application d n’est par contre pas
surjective, car par exemple (1,0,0,...) € Imd : le terme de rang 0 de cette suite n’est pas 0. d
n’est donc pas un automorphisme.



4. L’application g est-elle injective 7 Surjective ?
Réponse : Montrons que g n’est pas injective :

(Uup)p Ekerg <= Vn >0, upy1 =0<=VYVn>1, u, =0

donc ker g = Vect ((1,0,0,...)) # {Ogn} et donc g n’est pas injective.
Par contre g est surjective : pour toute (v,), € RY,

(Un)n = god((vn)n) = g(d((’un)n)) €Imyg.



