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Exercice 1 On considère l’application R3 → R3 suivante :

f : (x, y, z) 7−→ (x− y + z, z, y).

1. Montrer que f est un endomorphisme de R3.
Réponse : Montrons que f : R3 → R3 est linéaire : soient (x1, y1, z1), (x2, y2, z2) ∈ R3 et
α1, α2 ∈ R.

f
(
α1(x1, y1, z1) + α2(x2, y2, z2)

)
= f

(
(α1x1 + α2x2, α1y1 + α2y2, α1z1 + α2z2)

)
=

(
(α1x1 + α2x2)− (α1y1 + α2y2) + (α1z1 + α2z2), α1z1 + α2z2, α1y1 + α2y2

)
= α1(x1 − y1 + z1, z1, y1) + α2(x2 − y2 + z2, z2, y2)
= α1f

(
(x1, y1, z1)

)
+ α2f

(
(x2, y2, z2)

)
.

Ainsi f est bien un endomorphisme de R3.

2. On introduit les sous-espaces vectoriels de R3 suivants : E = Im(f + Id) et F = ker(f + Id).
Donner une base et la dimension de chacun d’eux.
Réponse : f + Id : (x, y, z) 7→ (2x− y + z, y + z, y + z), donc

(x, y, z) ∈ ker(f + Id)⇐⇒
{

2x− y + z = 0
y + z = 0

⇐⇒
{
x = −z
y = −z

D’où ker(f + Id) = Vect
(
(1, 1,−1)

)
et (1, 1,−1) forme une base de F , qui est de dimension 1.

Par le théorème du rang, on sait donc que E = Im(f+Id) est de dimension dimR3−dimker(f+
Id) = 3− 1 = 2. Or,

Im(f + Id) = Vect
(
(f + Id)(1, 0, 0), (f + Id)(0, 1, 0), (f + Id)(0, 0, 1)

)
= Vect

(
(2, 0, 0), (−1, 1, 1), (1, 1, 1)

)
= Vect

(
(1, 0, 0), (1, 1, 1)

)
par exemple, car (−1, 1, 1) = (1, 1, 1)− 2(1, 0, 0). La famille

(
(1, 0, 0), (1, 1, 1)

)
est donc une base

de E.

3. Montrer que E = ker(f − Id).
Réponse : Comme f − Id : (x, y, z) 7→ (−y+z,−y+z, y−z) = (−y+z)(1, 1,−1) est clairement
de rang 1 (son image est Vect

(
(1, 1,−1)

)
), son noyau est de dimension 2 d’après le théorème du

rang. De plus,
(f − Id)(1, 0, 0) = (f − Id)(1, 1, 1) = (0, 0, 0),

et donc F ⊂ ker(f − Id). Enfin, ces deux sous-espaces vectoriels de R3 sont de dimension 2, d’où
l’égalité.

4. Montrer que E et F sont supplémentaires dans R3.
Réponse : Soit u ∈ E ∩ F . Alors, par définition de F et d’après la question 3,

(f + Id)(u) = (f − Id)(u) = (0, 0, 0), c-à-d.
{
f(u) = −u
f(u) = u

.

Ainsi u = −u et donc u = (0, 0, 0).
De plus, dimE + dimF = 2 + 1 = dimR3, donc E et F sont bien supplémentaires dans R3.
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Exercice 2 Résoudre sur l’intervalle indiqué les équations différentielles suivantes :

1. y′ +
1

x
y = cosx sur ]0,+∞[ ;

Réponse : Les solutions de l’équation homogène sont les y0 : x 7→ λe−
∫
1/xdx = λe− lnx =

λ

x
,

pour λ ∈ R. Pour trouver une solution particulière de l’équation complète, on utilise la méthode

de variation de la constante : on cherche une solution sous la forme y : x 7→ λ(x)

x
, où λ est une

fonction à déterminer. Alors :

∀x ∈]0,+∞[, y′(x) +
1

x
y(x) = cosx ⇐⇒ ∀x ∈]0,+∞[,

λ′(x)x− λ(x)
x2

+
λ(x)

x2
= cosx

⇐⇒ ∀x ∈]0,+∞[, λ′(x) = x cosx
⇐= ∀x ∈]0,+∞[, λ(x) =

∫
x cosx dx

Or, par intégration par parties,
∫
x cosx dx = x sinx −

∫
sinx dx = x sinx + cosx. Ainsi, les

solutions de l’équation complète sur ]0,+∞[ sont :

y : x 7→ λ

x
+
x sinx+ cosx

x
= sinx+

cosx+ λ

x
, avec λ ∈ R.

2. y′′ − y′ − 2y = xex sur R.
Réponse : L’équation caractéristique correspondante est r2 − r− 2 = 0, qui a pour solutions -1
et 2. Par conséquent, les solutions de l’équation homogène sont les y0 : x 7→ λe−x + µe2x, pour
λ, µ ∈ R. Pour trouver une solution particulière de l’équation complète, on la cherche sous la
forme d’un polynôme de degré 1 multiplié par exp (car le coefficient devant x dans l’exponentielle,
1, n’est pas racine de l’équation caractéristique) : y : x 7→ (ax+b)ex, où a, b ∈ R sont à déterminer.
Alors :

∀x ∈ R, y′′(x)− y′(x)− 2y(x) = xex ⇐⇒ ∀x ∈ R,
(ax+ 2a+ b)ex − (ax+ a+ b)ex − 2(ax+ b)ex = xex

⇐⇒ ∀x ∈ R, −2ax+ a− 2b = x

⇐⇒
{
−2a = 1
a− 2b = 0

⇐⇒ a = −1

2
et b = −1

4

Ainsi, les solutions de l’équation complète sur R sont :

y : x 7→ λe−x + µe2x − 1

4
(2x+ 1)ex, avec λ, µ ∈ R.

Exercice 3 On considère les fonctions R → R suivantes : f0 : x 7→ 1, f1 : x 7→ x, f2 : x 7→ x2, et
f3 : x 7→ x3. On note alors E = Vect(f0, f1, f2, f3), sous-espace vectoriel de RR (ensemble des fonctions
R→ R). On définit également l’application :

ϕ : E −→ R

f 7−→
∫ 1

0

f(x)

1 + x2
dx

.

1. Justifier que ϕ est bien définie et montrer qu’il s’agit d’une application linéaire.
Réponse : Pour toute f ∈ E, l’intégrale

∫ 1
0 f(x)/(1 + x2)dx est bien définie car, comme f est

continue sur R, il s’agit de l’intégrale sur [0, 1] d’une fonction continue sur cet intervalle. Par
conséquent, l’application ϕ est bien définie. Montrons qu’elle est linéaire : soient f, g ∈ E et
a, b ∈ R.

ϕ(af + bg) =

∫ 1

0

(af + bg)(x)

1 + x2
dx = a

∫ 1

0

f(x)

1 + x2
dx+ b

∫ 1

0

g(x)

1 + x2
dx = aϕ(f) + bϕ(g)

Donc ϕ est bien linéaire.
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2. a) Quelles sont les valeurs possibles pour le rang de ϕ ?
Réponse : D’après la définition de ϕ, son image est un sous-espace vectoriel de R, qui est un
espace vectoriel de dimension 1. Donc la dimension de Imϕ, c-à-d. le rang de ϕ, est inférieure ou
égale à 1. D’où rg(ϕ) ∈ {0, 1}.
b) Montrer que ϕ est surjective.
Réponse : Montrons que l’application ϕ n’est pas l’application nulle :

ϕ(f0) =

∫ 1

0

1

1 + x2
dx = [arctanx]10 =

π

4

Ainsi ϕ n’est pas nulle, et donc n’est pas de rang 0. Par conséquent, d’après la question précédente,
ϕ est de rang 1. D’où dim Imϕ = 1 et Imϕ = R.

3. a) Déterminer la dimension de E.
Réponse : Comme E = Vect(f0, f1, f2, f3), montrons que la famille (f0, f1, f2, f3) est libre :
soient a0, a1, a2, a3 ∈ R tels que a0f0 + a1f1 + a2f2 + a3f3 = 0RR , c-à-d. :

∀x ∈ R, a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 = 0

Autrement dit, le polynôme a0 + a1X + a2X
2 + a3X

3 ∈ R[X] est le polynôme nul, et donc
a0 = a1 = a2 = a3 = 0. Ainsi la famille (f0, f1, f2, f3) est libre, et forme une base de E, qui est
donc de dimension 4.
b) En déduire la dimension du sous-espace vectoriel F de E défini par :

F =
{
f ∈ E |

∫ 1

0

f(x)

1 + x2
dx = 0

}
.

Réponse : On remarque que F = kerϕ. Donc, par le théorème du rang,

dimF = dimkerϕ = dimE − dim Imϕ = 4− 1 = 3.

Exercice 4 On considère les deux endomorphismes de RN suivants :

g : (un)n≥0 7−→ (un+1)n≥0 et d : (un)n≥0 7−→ (vn)n≥0 avec
{
v0 = 0
vn = un−1 si n ≥ 1

.

1. Soit (un)n≥0 la suite (1, 2, 3, 4, . . . ). Quelle est son image par g ? Par d ?
Réponse : En appliquant les définitions de g et d :

g
(
(1, 2, 3, 4, . . . )

)
= (2, 3, 4, 5, . . . ) et d

(
(1, 2, 3, 4, . . . )

)
= (0, 1, 2, 3, . . . )

2. Calculer les compositions g ◦ d et d ◦ g.
Réponse : Soit (un)n≥0 = (u0, u1, u2, . . . ) une suite réelle.

g ◦ d
(
(u0, u1, u2, . . . )

)
= g
(
(0, u0, u1, . . . )

)
= (u0, u1, u2, . . . )

Donc g ◦ d = IdRN .

d ◦ g
(
(u0, u1, u2, . . . )

)
= d
(
(u1, u2, u3, . . . )

)
= (0, u1, u2, . . . )

Donc appliquer d ◦ g consiste à remplacer le terme de rang 0 de la suite par le nombre 0.
3. Montrer que d est injective. Est-ce un automorphisme ?

Réponse : Pour l’injectivité :

(un)n≥0 ∈ ker d =⇒ g
(
d
(
(un)n)

))
= 0RN ⇐⇒ g ◦ d

(
(un)n)

)
= 0RN ⇐⇒ (un)n = 0RN

Donc ker d = {0RN} et donc l’endomorphisme d est injectif. L’application d n’est par contre pas
surjective, car par exemple (1, 0, 0, . . . ) 6∈ Im d : le terme de rang 0 de cette suite n’est pas 0. d
n’est donc pas un automorphisme.

3



4. L’application g est-elle injective ? Surjective ?
Réponse : Montrons que g n’est pas injective :

(un)n ∈ ker g ⇐⇒ ∀n ≥ 0, un+1 = 0⇐⇒ ∀n ≥ 1, un = 0

donc ker g = Vect
(
(1, 0, 0, . . . )

)
6= {0RN} et donc g n’est pas injective.

Par contre g est surjective : pour toute (vn)n ∈ RN,

(vn)n = g ◦ d
(
(vn)n

)
= g
(
d
(
(vn)n

))
∈ Im g.
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