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11 est rappelé que la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une
part importante dans l’appréciation des copies. Les réponses auz exercices doivent donc étre clairement
rédigées. Le détail des calculs doit apparaitre sur la copie. La présentation doit étre la plus soignée pos-
sible. Enfin, si vous pensez avoir repéré une erreur d’énoncé, signalez-le sur la copie et poursuivez votre
composition en expliquant les raisons des initiatives que vous avez été amené a prendre.

Exercice 1 Soit f la fonction définie sur | — Z,0[ |J ]0, 5[ par f(z) = %
1. Calculer le développement limité & I'ordre 3 en 0.
2. Est-ce que f est prolongeable par continuité en 0? Si oui, donner un prolongement sur | — %, 7[.

3. Donner (en le justifiant) I’équation de la tangente en 0.
4. Etudier la position de la tangente par rapport a la courbe représentative de f au voisinage de 0.
Correction :

1. On commence par le numérateur, en rappelant que In(1 4 h) = h — $h% + o(h?),
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2. On voit que
lim f(z) =0.
z—0

Donc f est prolongeable en 0 par continuité. On définit

= Jf@)siz#0,x €l -5, 5]
f@_{o, six = 0. o

Evidemment, fest un prolongement de f.

3. A l’aide du DL en 0, ’équation de la tangente en 0 existe et elle est

y=—x/2



4. Voyons que

d(z) = f(a) = (~2/2) = == +o(a”)

Dans un voisinage de 0, d(z) < 0 pour > 0 et d(x) > 0 pour z < 0. Donc La courbe est au
dessous de la tangente pour x petit et positif, elle est au dessus de la tangente pour x petit et
négatif.

Exercice 2
P . . _ 2
On considére la fonction rationnelle F'(7) = 55ty

1. Décomposer F' en éléments simples sur R.
2. A Paide de cette décomposition, calculer une fonction primitive de F :

/ 2
a4+l

en précisant 'intervalle ol les calculs sont valables.
Correction :
1. Notons que

Pyt r+l=(x+1)(2*+1).
Ainsi,
a bxr + ¢

Fla)= 2 4 2*¢
(z) x+1+x2+1

avec certain a, b, c € R. En particulier,
a=F@)(z+1)]z=c1=1
et puis, on trouve que b = —1, ¢ = 1. Donc,

1 — 1
Flz) = T

x+1+ x24+1°

2. Pour les fonctions primitives, on a

1 -z 1
Fz)de = | ——d —d —d
/ (z) da /m+1 x+/a:2+1 x+/x2—|—1 *
1
=ln(jlz +1|) — 3 In(x? + 1) + arctan(x) + constante

Pour z € R\ {~1}, In(Jz + 1|) — £ In(2® + 1) + arctan(z) est une primitive de F.

Exercice 3
Les sous-ensembles de ' = R® (I’ensemble des fonctions de R dans R) ou de R? ci-dessous en sont-ils

des sous-espaces vectoriels 7 Vous justifierez soigneusement votre réponse.
1. By = {(z,y,2) € R : zy = 2%},
2. By :={(a+b,a,3a —b)|(a,b) € R?}.
3. BEz:={feE:f(0)>%=1}.
Correction :
1. Non. On voit que (1,1,—1) et (1,1,1) sont dans E;. Or (1,1,-1)+ (1,1,1) = (2,2,0) ¢ Ej.
2. Oui. On va montrer que E; est un sous-espace vectoriel de R3. Premiérement, si on prend a = b = 0,
on a (0,0,0) € Ey. Soient U,V € E,. Alors il existent (@y,by) et (ay,b,) dans R? tels que
7:(au"i_bu;a/uagalu_bu>7 7:(av+bv7av73av_bv)~
Pour tout A € R, il faut démontrer que ¥ + A7 € E,. En effet,
U+ AV =(ay + by + May + by), @y + Ay, 30y — by + A(3ay — by))
=((ay + Aay) + (by + Aby), ay + Ay, 3(ay + Aay) — (by + Aby))
=(a+b,a,3a —b)
en prenant a = a, + Aa, et b = b, + Ab,. On en déduit que U+ MU € E.



3. Non. On note que la fonction nulle Og n’est pas dans Fs.

Exercice 4
1. Rappeler I'inégalité triangulaire pour les intégrales.
2. (a) Enoncer I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
(b) (Bonus) Soient a,b € R tels que 0 < @ < b. En commengant par exprimer In(b) —In(a) comme
une certaine intégrale, montrer que
h—
T

Q

In(b) — In(a) <

Correction :

1. Si f est continue sur [a, b] avec a < b, alors

|/abf(sc)dx </ab|f(sc)|dz.

2.(a) Si f et g deux fonctions continues sur [a, b] avec a < b, alors

(/abf(x)g(x)dx>2 < (/abf2(x)dm> (ngz(m) dx).

(b) Puisque In(z) est une primitive de 2 sur R%, on a

b
In(b) — In(a) = / 1 dz.

T

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

/abidxg (/abldx> </ab;2dx> =1/(b—a) {—i]i: b\/_;z.




