Chapitre 1

Espaces métriques

1.1 Distances

La notion de distance a été introduite pour formaliser les propriétés d'une fagon de mesurer I’écart entre des
éléments d’un méme ensemble ; ces propriétés sont modelées sur celles de la longueur d'un vecteur dans R? ou
R3.

Définition 1.1. Soit X un ensemble. Une distance sur X est une fonction d: X x X — [0, +-o00[ satisfaisant les
propriétés suivantes :

1. Vz,ye X d(z,y)=0&x=y.

2. Ve,y e X d(z,y) =d(y, z).

3. Va,y,z€ X d(z,z) <d(z,y) + d(y, z).

On dit alors que (X, d) est un espace métrique.

La premiére des trois propriétés ci-dessus est appelée aziome de séparation : elle dit en particulier que
deux points distincts sont nécessairement & distance strictement positive. La deuxiéme propriété est 1’aziome de
symétrie. Enfin, la troisiéme est appelée inégalité triangulaire. C’est peut-étre la moins intuitive ; dans R?, muni
de sa notion usuelle de distance, elle correspond au fait que la longueur d’un coté d’un triangle est toujours

inférieure a la somme des longueurs des deux autres cotés.

Exercice 1.2. Soit (X, d) un espace métrique. Montrer que, pour tout z,y,z € X, on a |d(z, z) — d(y, z)| <
d(z,y).

L’exemple le plus important d’espace métrique est R muni de la distance d(z, y) = |z —y|; plus généralement,
presque toutes les distances que nous rencontrerons proviennent d’une norme, dont nous rappelons la définition
maintenant.

Définition 1.3. Soit X un espace vectoriel sur R (resp. sur C). Une norme sur X est une fonction || - ||: X —
[0, +o0] satisfaisant les conditions suivantes :

1.VzeX |z|=0&z=0.

2. ¥z, ye X lz+yll <=l + [yl

3. VAeR (resp. € C) Vo e X | Az| = |A|-[Jz].

On dit alors que (X, || - ||) est un espace normé.
Exercice 1.4. 1. Rappeler la définition de la norme euclidienne sur R™, qui sera notée par la suite || - ||2.
2. Pour z = (21,...,2,) € R", on pose
n
el =3 Jai] et flallow = max(faa, . ., 2a]).
i=1
Montrer que || - ||1 et || - || définissent des normes sur R™.

Exercice 1.5. Montrer que, si (X, | - [|) est un espace normé, alors la fonction d: X x X — [0, +o00[ définie par
d(z,y) = ||z — y|| est une distance sur X.

On dira que d définie comme ci-dessus est la distance induite par || - ||. Ce sont les distances avec lesquelles
nous travaillerons principalement ; 'ensemble X ne sera pas forcément un espace vectoriel tout entier, c’est
pourquoi la remarque suivante sera importante : si (X, d) un espace métrique, et A C X, alors la restriction de
d a A munit A d’une structure d’espace métrique.

Exercice 1.6. Soit X un ensemble. On définit une fonction d: X x X — [0, +o0[ en posant

0 siz=y
1 sinon '

Ve,y e X d(z‘,y):{

Montrer que d est une distance sur X, appelée distance discréte.

Définition 1.7. Soit (X, d) un espace métrique, z € X et r > 0. On définit :
— La boule ouverte de centre x et de rayon r par

B(z,r)={y € X:d(z,y) <r}.

— La boule fermée de centre z et de rayon r par

B(z,r) ={y e X:d(z,y) <r}.
Pour R muni de la distance usuelle, B(z,7) =]z — r,z +r[ et B(z,r) = [z —r,z +7].

Exercice 1.8. Représenter les boules ouvertes/fermées dans R? pour les distances associées aux normes | - ||,
|| -1z et || - [[oc de centre (1,0) et de rayon 1.

Exercice 1.9. Déterminer les boules ouvertes et les boules fermées d’'un ensemble X muni de la distance
discréte.

Proposition 1.10. Soit (X,dx) et (Y,dy) deuz espaces métriques. Alors dy et doy définies pour (x1,y1) et
(z2,y2) dans X x Y par
di((z1,91), (22, 92)) = dx (z1,22) +dy (y1,92) et
doo((21,91), (22, Y2)) = max(dx (w1, 22), dy (y1,y2))
sont des distances sur X x Y. On appellera dy, la distance produit de dx et dy.
Preuve:

Les applications dq et ds sont a valeurs dans [0, 4oo[ et satisfont de maniére évidente les deux
premiéres propriétés (axiome de séparation et axiome de symétrie).
Veérifions I'inégalité triangulaire : soit (z1,y1), (z2,y2) et (23,y3) dans X x Y. Alors,

di((z1,91), (x3,93)) = dx (w1, 73) +dy (y1,y3) < dx(z1,22) + dx(v2, 23) + dy (y1,92) + dy (y1,y3)
=di((z1,91), (T2, 92)) + di((x2,y2), (£3,3))-

On a

dx (z1,23) < dx (21, 22) + dx (2, v3) < max(dx (z1,22), dy (y1,y2)) + max(dx (z2, x3), dy (y2,¥3)) ,

d’ott

dx(r1,73) < doo((1,91), (T2, 42)) + doo (2, Y2), (23, 3))-
De méme,

dy (y1,93) < deo((21,91), (T2, ¥2)) + doo (22, y2), (3,93)) -
Ainsi,

doo ((1,51), (%3, y3)) = max(dx (1, x3), dy (y1,¥3)) < doo((21,91), (22, 92)) + doc (22, 32). (23, 3)) -



1.2 Suites dans un espace métrique

L’intérét principal de la notion de distance, pour nous, est de pouvoir formaliser la notion de suites conver-
gentes : une suite (z,)n>0 converge vers x si et seulement si la distance d(x,, ) tend vers 0 quand n tend vers
I'infini. Avec des quantificateurs, on obtient la définition suivante.

Définition 1.11. Soit (X, d) un espace métrique, (,)n>0 une suite d’éléments de X et z € X. On dit que la
suite (2y,)n>0 converge vers x si :

Ve >03IN e NVn> N d(z,,z) <e,

c’est-a-dire si :
d(z,,z) — 0.
n—+o00

Exercice 1.12. Soit (X, d) un espace métrique et (z,,) une suite d’éléments de X, qui converge a la fois vers
x et 2’. Montrer que = 2’ (autrement dit, la limite d’une suite convergente est unique).

Exercice 1.13. Soit (X,dy) et (Y,dy) deux espaces métriques. On munit X x Y de la distance produit de
définie a la Proposition 1.10. Montrer qu’une suite (2, yn)n>0 d’éléments de X x Y converge vers (z,y) si, et
seulement si, (z,)n>0 converge vers et (y,)n>0 converge vers y.

Montrer que ce résultat reste vrai si on remplace do, par d;.

Ainsi, dans R™ muni de la distance induite par || - ||oo, on retrouve le fait qu’une suite est convergente si et
seulement si chaque suite de coordonnées converge.

A priori, la notion de convergence dépend de la distance considérée sur X ; mais il arrive que des distances
différentes aient les mémes suites convergentes.

Définition 1.14. Soit X un espace vectoriel, et || - ||, ]| - [|2 deux normes sur X. On dit que || - [|1 et || - ||o sont
équivalentes s’il existe des constantes m, M strictement positives et telles que :

Vee X mlz| < |zl < Mz .
Exercice 1.15. Montrer que la norme du sup et la norme euclidienne sur R" sont équivalentes.

On reverra plus tard le théoréme, normalement déja connu et qu'’il est en tout cas sans doute utile d’avoir
en téte, selon lequel toutes les normes sur R™ sont équivalentes.
Cette définition a un analogue pour les distances :

Définition 1.16. Soit X un ensemble. Deux distances dy,ds sur X sont dites équivalentes s’il existe des
constantes m, M strictement positives et telles que :

Ve,y e X mdi(z,y) < do(z,y) < Mdy(2,y) .

Bien siir, si dy, ds sont les distances associées a des normes équivalentes, alors elles sont elles-mémes équiva-
lentes. Cette définition est importante pour nous a cause de la propriété suivante.

Proposition 1.17. Soit X un ensemble et dy,ds deux distances sur X. Si dy et dy sont équivalentes, alors une
suite (xn)n>0 converge dans (X,dy) si et seulement si elle converge dans (X, ds).

Autrement dit : deux distances équivalentes ont les mémes suites convergentes.
Preuve:

Soit deux constantes m, M strictement positives telles que :
Vo,y € X mdyi(x,y) < da(z,y) < Mdy(z,y) .
Soit (z,,) une suite et 2 un élément de X. On a alors pour tout n € N,
mdy (@, 2) < do(Tn, x) < Mdi(2,,y) ,
ce qui entraine que :

dy(zn,z) — 0 siet seulement si do(zp, ) — 0.
n—+oo n—+oc

Quand on peut considérer des suites, on peut aussi considérer des suites extraites...

Définition 1.18. Soit X un ensemble, et (z,,)n>0 une suite d’éléments de X. Une suite extraite de (xy)n>0 est
une sous-suite de la forme (z,, )r>0 ot (ng)r>0 est une suite strictement croissante d’entiers, ou, de maniére
équivalente, de la forme (zy(x))r>0, 0t ¢: N — N est une fonction strictement croissante (il suffit de poser pour
k>0, o(k) = ng).

Intuitivement : une suite extraite est obtenue en ne gardant que certains termes de la suite (z,)n>0 et en

oubliant les autres; par exemple, la suite (22x)k>0 est une suite extraite de la suite (25 )n>o0-

Exercice 1.19. Soit ¢: N — N une fonction strictement croissante. Montrer que pour tout k¥ € Non a ¢(k) > k
(et en particulier p(k) tend vers +o0!).

Exercice 1.20. Soit (X,d) un espace métrique. Montrer que si (2, )n>0 est une suite convergente alors toute
suite extraite (v, (x))k>0 est convergente. La réciproque est-elle vraie ?

Exercice 1.21. Soit (X, d) un espace métrique et (z,,) une suite d’éléments de X.
Supposons d’abord que les suites (xay) et (zor4+1) convergent vers la méme limite. Montrer que () est
convergente. Ce résultat reste-t-il vrai si 'on ne suppose pas que les limites de (z2) et (22+1) sont égales?
Montrer que si (z2x), (z2k+1) et (z3x) sont toutes les trois convergentes alors (z,,) est convergente.

Lemme 1.22. Toute suite de réels admet une sous-suite monotone.

Preuve:

Soit (x,,) une suite de réels. Pour cette preuve, on dira qu'un entier n est un pic, si pour tout m > n,
Ty, > Ty Sl y a une infinité de pics ng < ny < ne < ... < ny < ..., alors la suite extraite (z,,)
est strictement décroissante.

Sinon, il existe un entier N tel qu’aucun entier n > N n’est un pic. On construit alors par récurrence
une suite strictement croissante d’entiers (ny) tel que la sous-suite (z,,) soit croissante : pour
I'initialisation, on pose ng = N. Supposons que l'on a choisit N = ng < n; < ... < nyg, tel que
Tpy < ... < Ty, (condition vide si k = 0). Comme nj > N, nj n’est pas un pic et par conséquent il
existe ng11 > ng tel que xp, <y, -

1.3 Owuverts et fermés

Si on est intéressé plus par la notion de “proximité” induite par une distance que par les valeurs exactes de
la distance, on est amené a la notion d’ouvert : A C X est ouvert ssi, dés que a € A, tout point suffisamment
proche de a appartient & A. Autrement dit, A contient une petite boule non vide autour de chacun des ses
points.

Définition 1.23. Soit (X, d) un espace métrique. Une partie A de X est un ouvert si
Va € A3r >0 B(a,r) C A

Une boule ouverte est bien un ouvert! L’ensemble X tout entier et 'ensemble vide () sont des ouverts. Dans
R, muni de la distance usuelle, tout intervalle ouvert est un ouvert (intervalles de la forme Ja,b[, ] — oo, a|,
|b, +o0[ et | — 00, +o0[, avec a,b € R).

Exercice 1.24. Vérifier qu'une partie A d’un espace métrique est un ouvert si et seulement si
Va € A 3n € N* B(a,1/n) C A.
Exercice 1.25. Vérifier qu'une partie A d’un espace métrique est un ouvert si et seulement si
Ya € A3 >0 Bla,r) C A.

La notion d’ouvert dépend de la distance sur X ; par contre pour deux distances équivalentes les ouverts
sont les mémes.

Exercice 1.26. 1. Donner un exemple de deux distances sur R qui ne définissent pas les mémes ouverts.
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2. Soit X un ensemble et dy,ds deux distances équivalentes sur X. Montrer qu’une partie A de X est un
ouvert de (X, d;) si et seulement si elle est un ouvert de (X, da).

Théoréme 1.27. Soit A une partie d’un espace métrique (X,d). Alors, A est un ouvert si et seulement pour
toute suite (x,,) d’éléments de X qui converge vers un élément de A, alors x,, appartient a A pour tout n
suffisamment grand.

Preuve:
Supposons A ouvert et considérons une suite (z,,) d’éléments de X qui converge vers a € A. Comme
A est ouvert, il existe r > 0 tel que B(a,r) C A. La convergence de la suite vers a, entraine qu’il
existe un entier N tel que pour tout n > N, d(z,,a) < r, c'est-a-dire tel que pour tout n > N,
z, € B(a,r) C A.
o . ) 4o ; 1

Réciproquement, si A n’est pas ouvert, il existe a € A tel que pour tout n € N, B(a, 17) ¢ A.
On choisit ainsi pour tout n, un élément z,, € B(a, —==) \ A. Alors aucun élément de la suite z,,

n+1
n’appartient & A mais elle converge vers a qui appartient a A.

Définition 1.28. Une partie A d’un espace métrique est un fermé si son complémentaire X \ A est ouvert.

Une boule fermée est bien un fermé! L’ensemble X tout entier et 'ensemble vide sont des fermés. Dans R,
muni de la distance usuelle, tout intervalle fermé est un fermé.

Les fermés sont caractérisés par la propriété suivante : la limite de toute suite convergente d’éléments d’'un
fermé est dans ce fermé. Notons que toute propriété des ouverts se traduit, par passage au complémentaire, en
une propriété des fermés.

Proposition 1.29. Soit A une partie d’un espace métrique (X,d). Alors, A est un fermé si et seulement pour
toute suite (z,,) d’éléments de A qui converge vers un élément x de X, alors x appartient a A.

Preuve:
Supposons A fermé. Soit (z,,) une suite d’éléments de A qui converge vers un élément z. Comme
aucun z, n'est dans ouvert X \ A, (encore moins pour tout n suffisamment grand), d’aprés le
théoréme 1.27, x ne peut appartenir a I'ouvert X \ A et donc appartient a A.
Réciproquement, si A n’est pas fermé, c’est-a-dire si X \ A n’est pas ouvert, alors le théoréme 1.27
garantit 'existence d’'une suite (z,,) d’éléments n’appartenant pas a X \ A, c’est-a-dire appartenant
a A, qui converge vers un ¢lément de X \ A.

Proposition 1.30. Dans un espace métrique (X,d) donné,

1. si (O;)icr est une famille d’ouverts, alors |J O; est également un ouvert
i€l
(une union quelconque d’ouverts est un ouvert) ;
2. 51 Oq,...,0, sont des ouverts, alors O1 N...N O, est également un ouvert
(une intersection finie d’ouverts est un ouvert) ;

3. si (Fi)ier est une famille de fermés, alors () F; est également un fermé

ic
(une intersection quelconque de fermés est un fermé);
4. st Fy,..., F, sont des fermés, alors Fy U ...UF, est également un fermé
(une union finie de fermés est un fermé).

Preuve:
(1) Soit @ € |J Oy, alors il existe i € I tel que a € O;;. Comme O, est ouvert, il existe r > 0, tel
i€l
que B(a,r) C 0, C | O;, ce qui permet de conclure.
ier
(2) Soit @ € O1N...NO,, alors pour chaque i € {1,...,n}, onaa € O; qui est un ouvert. Ainsi, pour
chaque ¢ € {1,...,n}, il existe r; > 0 tel que B(a,r;) C O;. En posant » = min(ry,...,7,), on en
déduit que la boule ouverte B(a, r) est incluse dans chacun des O; et donc que B(a,r) C O1N...NOy,,
ce qui permet de conclure.
(3)Ona X\ NF=U(X\F), quiest ouvert par (1). Ainsi, ] F; est fermé.
iel i€l iel
(4)Ona X\ (FiU...UF,)=(X\Fi)N...N(X\ F,), qui est ouvert par (2), et donc F; U...UF,
est fermé.

Exercice 1.31. 1. Donner un exemple d’une intersection d’ouverts qui n’est pas un ouvert.

2. Donner un exemple d’une union de fermés qui n’est pas un fermé.
Définition 1.32. Etant donné un espace métrique (X, d), et une partie A C X, Uintérieur de A, dénoté A, est
la réunion de tous les ouverts contenus dans A, c¢’est-a-dire

A= Yo

O ouvert

oca

Par définition, A est un ouvert, est contenu dans A, et il contient tous les autres ouverts contenus dans A :
c’est le plus grand ouvert contenu dans A. Attention, A peut tout a fait étre vide méme si A ne l'est pas!

Exercice 1.33. Soit A une partie d'un espace métrique (X, d). Montrer que pour tout z € X, on a

zeA < 3Ir>0tel que B(z,r) C A.

Définition 1.34. Etant donné un espace métrique (X, d), et une partie A C X, 'adhérence de A, notée A, est
I'intersection de tous les fermés contenant A, c’est-a-dire

A= NOF
I;‘{'rné

oA

Cette fois, A est un fermé, contient A, et est contenu dans tous les autres fermés qui contiennent A : c’est
le plus petit de tous les fermés contenant A.

— o _
Exercice 1.35. Soit (X, d) un espace métrique, et A C X. Montrer que X \A=X\Aet X\ A=X\A.

Exercice 1.36. Soit (X, d) un espace métrique, A C X et € X. Montrer qu’il existe une suite d’éléments de
A qui converge vers z si, et seulement si, B(z,r) N A # ) pour tout r > 0.

Ceci nous permet d’établir la caractérisation suivante de I'adhérence, qui est fondamentale.

Proposition 1.37. Soit (X,d) un espace métrique, A une partie de X et v € X. Alors x € A si, et seulement
si, il existe une suite d’éléments de A qui converge vers x.

Preuve:
Supposons qu'il existe une suite d’éléments de A qui converge vers « € X. Alors, pour tout fermé F'
contenant A, il existe aussi une suite (la méme!) d’éléments de F' qui converge vers  ; par conséquent,
x appartient a F'. Donc x appartient & tous les fermeés qui contiennent A : z € A.
Réciproquement, supposons qu’il n’existe pas de suite d’éléments de A qui converge vers z € X.
Alors, d’apres I'exercice 77, il doit exister r > 0 tel que B(z,r)NA = @;Autrement dit, X \ B(z,r)
est un fermé de X, contenant A, mais auquel z n’appartient pas : @ ¢ A.
Exercice 1.38. Déterminer l'intérieur et I'adhérence de @,[0,1] N Q,]0,1[NQ (dans R muni de sa distance
usuelle).

Exercice 1.39. Soit (E, | - ||) un espace vectoriel normé (on considére £ muni de la distance induite par sa
norme). Soit a € E et r > 0.

1. Montrer que l'intérieur de la boule fermée B(a,r) est la boule ouverte B(a,r).

2. Montrer que 'adhérence de la boule ouverte B(a,r) est la boule fermée B(a,r) .

3. Les deux propriétés ci-dessus sont elles vraies pour tout espace métrique ?
Définition 1.40. Soit (X, d) un espace métrique, et A C X. On dit que A est dense dans X si A = X.

Par exemple, il est bien connu que Q et R\ Q sont tous les deux denses dans R.
Avant de passer aux propriétés des fonctions continues, attardons-nous un peu sur un cas fondamental : celui
des ouverts de R, muni de sa distance usuelle.



