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REVISION

Exercice 1. (Exercice 7, Fiche 7) Etudier la nature des séries > u, de termes généraux :
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Corrigé.
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Comme E Uy, €t E —; sont a termes positifs, comme la série E — est une série de Riemann conver-
n n
n>1 n>1 n>1
gente, d’apres le critere des équivalents, la série ) -, u, est convergente.
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De méme ici, comme E Uy €t g — sont a termes positifs, comme la série E — est une série de
n
n>1 n>1 n>1
Riemann convergente, d’apres le critere des équivalents, la série anl u,, est convergente.
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(3) u,=(-1)" ln(L—i—l), n > 2. On a, pour tout n > 2
n
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et donc |u,| =1n (Z—ﬂ) et up, = (—1)"|uy|. La série est donc une série alternée. Comme :
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— la suite (|un|)nen est décroissante pour tout n > 2 :
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et donc |upt1| < |unl,



d’apres le critere des séries alternées, > ., u, est convergente.

Complément : On voit que cette série n’est pas absolument convergente ! En effet, on a In (1+ nil) ~ %

1 - . o .
et >, 59 p—7 est une série divergente (la série harmonique).
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4) u,= Fromell > 0. Ici, on peut utiliser le critere de D’Alembert :
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Donc la série est convergente.
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(5) up=—,n>1. Pour tout n >3 et doncn >e, on a
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In(n) > In(e) = 1 et donc n(n) > —.
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Comme la série anl % est une série divergente, par le criteére de comparaison la série > n>1 Un est divergente.
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(6) u,= %,n > 1. Pour tout n > 1,
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Comme > -, upn et >, 5 5= sont a termes positifs et comme la série »°, -, 5 est une série géométrique
convergente, par le critere de comparaison, la série ) ., u, est convergente.

Complément : On aurait pu aussi utiliser le critere de D’Alembert :
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et donc la série est convergente.
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(7) wn, = —====,n > 1. La série est alternée avec |u,| = ———=
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tend vers 0, d’apres le critere des séries alternées, Zn21 u, est convergente. On remarque ici que |u,| ~ %

et donc la série n’est pas absolument convergente.

. Comme (|un|)nen est décroissante et

(8) wunp=(14+/n)"" n>0.La série est & termes positifs et on a :
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En utilisant le critere de Cauchy, la série ), -, (ﬁ)” est convergente. Par le critere des équivalents, la série
Y >0 Un €st convergente.

9) u,= ,n > 1. La série est & termes positifs et
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Donc tn ~ gy~ Comme la série 3, ~; gmpmy est convergente (série géométrique de raison < 1), la série
> n>1 Un est convergente.

(10) w, = ,n > 1. Comme In(14 1) ~ L on au, ~ 7&. En utilisant le critere de D’Alembert,

4nIn(1+ 1)
la série ) -, 7ir est convergente et en utilisant le critere des équivalents, on déduit la convergence de la

série Y < Up.

Exercice 2. (Exercice 19, Fiche 8) Soit f la fonction définie par

1. Déterminer le rayon de convergence R de cette série entiere.

2. Etudier la convergence en —R et en R.

Corrigé.
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1. On a sin (ﬁ) ~ Tm La série entiere de terme générale u,, = 77 @ comme rayon de convergence 1 en
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Donc la série entiere ), - sin(ﬁ)x” a comme rayon de convergence R = 1.

utilisant le critere de D’Alembert
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2. Pour z = 1, on obtient la série >_ -, sm(ﬁ). Comme sin (ﬁ) ~ 75 et comme la série D>t 7 est
une série de Riemann divergente, par le critere des équivalents, la série > -, sin(ﬁ) est divergente.

Pour z = —1, on obtient la série >, -, (-=1)" sin(ﬁ). C’est une série alternée avec (sin(ﬁ))neN est une

suite décroissante qui tend vers 0. D’apres le critere des séries alternées, la série > -, (—1)" sin(ﬁ) est

convergente.

Exercice 3. (Exercice 5, Fiche 9) On considére ’équation différentielle
(E) y'—ay —y=0
avec la condition initiale

(CE) y(0) =1, y'(0)=0.

+oo
On suppose que (F) admet une solution développable en série entiére au voisinage de 0, y(x) = Z anz",
n=0

de rayon de convergence R > 0 et vérifiant la condition initiale (CE).
1. Calculer ag et a;.

2. Montrer que a, vérifie la relation de récurrence

1
ap = —ap_9, pour tout n > 2.
n

3. Déterminer I'expression de agy et montrer que agi4+1 = 0 pour tout k£ € N.

4. Donner I'expression de la série entiere obtenue et calculer son rayon de convergence.



Corrigé.

1. D’apres la formule de Taylor-Maclaurin,
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et

En remplacant dans (F),
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ce qu’on peut réécrire
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ap = —an_9, pour tout n > 2.
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3. Par récurrence sur n,
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De méme
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4. La série obtenue est

1 T
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Calculons le rayon de convergence de la série ) -, ﬁx” Par la regle de D’Alembert
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et donc le rayon de convergence est +00. Il est en de méme pour la série ), -, ﬁx%



