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RÉVISION

Exercice 1. (Exercice 7, Fiche 7) Étudier la nature des séries
∑

un de termes généraux :

(1) un =
1

n(n + 1)
, (2) un =

2n− 1

n(n2 − 4)
, (3) un = (−1)n ln(

n + 1

n− 1
), (4) un =

1

3nchn
,

(5) un =
lnn

n
, (6) un =

lnn

n2n
, (7) un =

(−1)n√
n2 + n

, (8) un = (1 +
√
n)−n,

(9) un =
1

4n ln(2 + 1
n )

, (10) un =
1

4n ln(1 + 1
n )

.

Corrigé.

(1) un =
1

n(n + 1)
, n ≥ 1. On a

un =
1

n2 + n
=

1

n2(1 + 1
n )
∼+∞

1

n2
.

Comme
∑
n≥1

un et
∑
n≥1

1

n2
sont à termes positifs, comme la série

∑
n≥1

1

n2
est une série de Riemann conver-

gente, d’après le critère des équivalents, la série
∑

n≥1 un est convergente.

(2) un =
2n− 1

n(n2 − 4)
, n ≥ 3. De même ici, on a :

un =
2n(1− 1

2n )

n3(1− 4
n2

∼+∞
2n

n3
=

2

n2
.

De même ici, comme
∑
n≥1

un et
∑
n≥1

2

n2
sont à termes positifs, comme la série

∑
n≥1

1

n2
est une série de

Riemann convergente, d’après le critère des équivalents, la série
∑

n≥1 un est convergente.

(3) un = (−1)n ln(
n + 1

n− 1
), n ≥ 2. On a, pour tout n ≥ 2

ln
(n + 1

n− 1

)
= ln

(n− 1 + 2

n− 1

)
= ln

(
1 +

2

n− 1

)
≥ 0

et donc |un| = ln
(

n+1
n−1

)
et un = (−1)n|un|. La série est donc une série alternée. Comme :

— lim
n→+∞

|un| = lim
n→+∞

ln
(

1 +
2

n− 1

)
= 0,

— la suite (|un|)n∈N est décroissante pour tout n ≥ 2 :

n− 1 ≤ n⇒ 2

n
≤ 2

n− 1
⇒ 1 +

2

n
≤ 1 +

2

n− 1
⇒ ln

(
1 +

2

n

)
≤ ln

(
1 +

2

n− 1

)
et donc |un+1| ≤ |un|,



d’après le critère des séries alternées,
∑

n≥2 un est convergente.

Complément : On voit que cette série n’est pas absolument convergente ! En effet, on a ln
(

1+ 2
n−1

)
∼ 2

n−1

et
∑

n≥2
1

n−1 est une série divergente (la série harmonique).

(4) un =
1

3nchn
, n ≥ 0. Ici, on peut utiliser le critère de D’Alembert :

lim
n→+∞

|un+1|
|un|

= lim
n→+∞

3nch(n)

3n+1ch(n + 1)
= lim

n→+∞

1

3
× 1 + e−2n

e + e−2n+1
=

1

3e
< 1.

Donc la série est convergente.

(5) un =
lnn

n
, n ≥ 1. Pour tout n ≥ 3 et donc n ≥ e, on a

ln(n) ≥ ln(e) = 1 et donc
ln(n)

n
≥ 1

n
.

Comme la série
∑

n≥1
1
n est une série divergente, par le critère de comparaison la série

∑
n≥1 un est divergente.

(6) un =
lnn

n2n
, n ≥ 1. Pour tout n ≥ 1,

ln(n) ≤ n et donc
ln(n)

n
≤ 1

2n
.

Comme
∑

n≥1 un et
∑

n≥1
1
2n sont à termes positifs et comme la série

∑
n≥1

1
2n est une série géométrique

convergente, par le critère de comparaison, la série
∑

n≥1 un est convergente.

Complément : On aurait pu aussi utiliser le critère de D’Alembert :

lim
n→+∞

|un+1|

|un|
= lim

n→+∞

n

n + 1
× 2n

2n+1
× ln(n)

ln(n + 1)
=

1

2
< 1

et donc la série est convergente.

(7) un =
(−1)n√
n2 + n

, n ≥ 1. La série est alternée avec |un| =
1√

n2 + n
. Comme (|un|)n∈N est décroissante et

tend vers 0, d’après le critère des séries alternées,
∑

n≥1 un est convergente. On remarque ici que |un| ∼ 1
n

et donc la série n’est pas absolument convergente.

(8) un = (1 +
√
n)−n, n ≥ 0. La série est à termes positifs et on a :

un =
( 1

1 +
√
n

)n
=
( 1
√
n(1 + 1√

n
)

)n
∼ (

1√
n

)n.

En utilisant le critère de Cauchy, la série
∑

n≥1( 1√
n

)n est convergente. Par le critère des équivalents, la série∑
n≥0 un est convergente.

(9) un =
1

4n ln(2 + 1
n )

, n ≥ 1. La série est à termes positifs et

lim
n→+∞

4n ln(2)

4n ln(2 + 1
n )

= 1.



Donc un ∼ 1
4n ln(2) . Comme la série

∑
n≥1

1
4n ln(2) est convergente (série géométrique de raison < 1), la série∑

n≥1 un est convergente.

(10) un =
1

4n ln(1 + 1
n )

, n ≥ 1. Comme ln(1 + 1
n ) ∼ 1

n , on a un ∼ n
4n . En utilisant le critère de D’Alembert,

la série
∑

n≥1
n
4n est convergente et en utilisant le critère des équivalents, on déduit la convergence de la

série
∑

n≥1 un.

Exercice 2. (Exercice 19, Fiche 8) Soit f la fonction définie par

f(x) =

+∞∑
n=1

sin(
1√
n

)xn.

1. Déterminer le rayon de convergence R de cette série entière.

2. Étudier la convergence en −R et en R.

Corrigé.

1. On a sin
(

1√
n

)
∼ 1√

n
. La série entière de terme générale un = 1√

n
a comme rayon de convergence 1 en

utilisant le critère de D’Alembert

lim
n→+∞

|un+1|

|un|
= lim

n→+∞

√
n

n + 1
= 1.

Donc la série entière
∑

n≥1 sin( 1√
n

)xn a comme rayon de convergence R = 1.

2. Pour x = 1, on obtient la série
∑

n≥1 sin( 1√
n

). Comme sin
(

1√
n

)
∼ 1√

n
et comme la série

∑
n≥1

1√
n

est

une série de Riemann divergente, par le critère des équivalents, la série
∑

n≥1 sin( 1√
n

) est divergente.

Pour x = −1, on obtient la série
∑

n≥1(−1)n sin( 1√
n

). C’est une série alternée avec (sin( 1√
n

))n∈N est une

suite décroissante qui tend vers 0. D’après le critère des séries alternées, la série
∑

n≥1(−1)n sin( 1√
n

) est
convergente.

Exercice 3. (Exercice 5, Fiche 9) On considère l’équation différentielle

(E) y′′ − xy′ − y = 0

avec la condition initiale

(CE) y(0) = 1, y′(0) = 0.

On suppose que (E) admet une solution développable en série entière au voisinage de 0, y(x) =

+∞∑
n=0

anx
n,

de rayon de convergence R > 0 et vérifiant la condition initiale (CE).

1. Calculer a0 et a1.

2. Montrer que an vérifie la relation de récurrence

an =
1

n
an−2, pour tout n ≥ 2.

3. Déterminer l’expression de a2k et montrer que a2k+1 = 0 pour tout k ∈ N.

4. Donner l’expression de la série entière obtenue et calculer son rayon de convergence.



Corrigé.

1. D’après la formule de Taylor-Maclaurin,

a0 =
y(0)

0!
= y(0) = 1, a1 =

y′(0)

1!
= y′(0) = 0.

2. On a
y′(x) =

∑
n≥1

nanx
n−1, xy′(x) =

∑
n≥1

nanx
n,

et
y′′(x) =

∑
n≥2

n(n− 1)anx
n−2.

En remplaçant dans (E),

y′′(x)− xy′(x)− y(x) =
∑
n≥2

n(n− 1)anx
n−2 −

∑
n≥1

nanx
n −

∑
n≥0

anx
n

=
∑
n≥0

(n + 2)(n + 1)an+2x
n −

∑
n≥1

(n + 1)anx
n − a0

= (2a2 − a0) +
∑
n≥1

(n + 1)((n + 2)an+2 − an)xn.

D’où

a2 =
1

2
a0, an+2 =

1

n + 2
an pour tout n ≥ 1,

ce qu’on peut réécrire

an =
1

n
an−2, pour tout n ≥ 2.

3. Par récurrence sur n,

a2k =
1

2k
a2(k−1) =

1

(2k)(2(k − 1))
a2(k−2)

et donc

a2k =
1

(2k)(2(k − 1)) · · · 2
a0 =

1

2kk!
.

De même

a2k+1 =
1

2k + 1
a2k−1 =

1

(2k + 1)(2k − 1)
a2k−3

=
1

(2k + 1)(2k − 1)(2k − 3) · · · 1
a1 = 0,

car a1 = 0.

4. La série obtenue est

y(x) =
∑
n≥0

1

2nn!
x2n.

Calculons le rayon de convergence de la série
∑

n≥0
1

2nn!x
n. Par la règle de D’Alembert

lim
n→+∞

2nn!

2n+1(n + 1)!
= 0

et donc le rayon de convergence est +∞. Il est en de même pour la série
∑

n≥0
1

2nn!x
2n.


