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CORRIGE DU CONTROLE CONTINU 1

Les documents, les calculatrices et les téléphones portables ne sont pas autorisés. Les
exercices sont indépendants et peuvent étre traités dans un ordre quelconque. Toutes
les réponses doivent étre soigneusement justifiées. La clarté de la rédaction constituera
un élément important dans ’appréciation des copies. Le bareme est a titre indicatif.

Questions de cours. Soit £ un R-espace vectoriel et L un endomorphisme de F.

1. Définir ce qu’est un sous-espace vectoriel de E.

Un sous-ensemble F' de E est un sous-espace vectoriel, sl vérifie les deur condi-
tions suivantes :

—0€eF,
— pour tous u,v € F, pour tout scalaire A € R, A\ + v € F.

2. Définir ce qu’est I'image de L.

L’image de L est
Im(L) ={L(u)|u € E}.

Exercice 1. On considéere R* muni de la base canonique C = (&}, €, €3). Soit f l'en-
domorphisme de R? défini, pour tout (z,y,2) € R?, par

flz,y,2) =(x+y+22z,y+z,2+2).
1. Ecrire la matrice 4 de f relativement & la base canonique de R3.
On a

f(gl) = f(17070) = (170’ 1>a f(€2) = f(ov 1’0) = (17 170)7 f(€3) = f(0707 1) = (27 L, 1)

et par conséquent la matrice de f est

A=

— O
O = =
— =N



2. Calculer det(A). La matrice A est-elle inversible ?

11 2
det(A)=10 1 1 :1-) HHH ?‘:1—1:0.
10 1

1
0
Comme det(A) =0, A n'est pas inversible.

3. Déterminer une base du noyau de f. En déduire le rang de f.

On a
Ker(f) ={(z,y,2) € R*| f(z,y,2) = (0,0,0).}
Soit @ = (z,y,z) € R3. Alors

€ Ker(f) si et seulement si f(z,y,z) = (0,0,0)

r+y+22=0

st et seulement st y+z=0 st et seulement si { o i :j
r+z=0 vy=
En posant z = X\ ou A est un parameétre, on obtient x = —\, y = —\, 2 = A,

Ker(f) = {(=\, A\ \) | A € R}

et donc Ker(f)=Vect((-1,-1,1)). D ot la famille constituée du vecteur (—1,—1,1)
constitue une base de Kerf(f).

D’apres le théoreme du rang
dim(R?) = rg(f) + dim(Ker(f)).
D’apreés la question précédente, dim(Ker(f)) = 1 et comme dim(R?) = 3, on
déduit
rg(f)=3-1=2.

4. Donner la matrice de passage P = Frp de la base canonique C a la base B =
(ﬁl, 7,_1:2, ’Jg) ol ﬁ1 = (1, 1, 1),1_[2 = (2, 3, 3), 63 = (17 2, 3)

Les colonnes de la matrice de passage P = Pep sont constituées des composantes
des vecteurs de B dans la base C et donc

P:

—_ =
W W N
W DN



5. Calculer, en utilisant la méthode du pivot de Gauss, la matrice P! = Pge.

En utilisant la méthode du pivot de Gauss :

1 2 1]1 00 1 2171 00 1 2 1)1 0 O
132010} —-1011|-110]—=101T1|-1 1 0
1 3 3|00 1 01 2|-101 0010 —-11
1 2 0] 1 1 -1 100} 3 -3 1
— 01 0|]-1 2 -1 — 01 0-1 2 -1
0010 -1 1 0010 -1 1
et donc
3 -3 1
Prl=1| -1 2 -1
0 -1 1
6. Déterminer la matrice de f par rapport a la base B.
D’apres la formule vue en cours
Mp(f) = PecMc(f)FPes.
Comme P = Peg, Mc(f) = A et Pge = P7', on a
B = Mg(f) = P'AP.
On a
3 -3 1 11 2 4 0 4
P'A=[ -1 2 -1 011 |=(-21 -1
0 -1 1 1 01 1 -1 0
4 0 4 1 21 8 20 16
P'AP=| -2 1 -1 132 |=|-2 -4 -3
1 -1 0 1 3 3 0 -1 -1

et donc la matrice de f dans la base B est

8 20 16
B=| -2 -4 -3
0 -1 -1

Exercice 2. (5 pts) Résoudre, suivant les valeurs de A € R, le systeme d’équations
linéaires suivant :
T+2y=M\,
() T+Ay+(A—2)z=A+1,
r+y+z=1
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On wutilise la méthode du pivot de Gauss. La matrice augmentée du systéme est

1 2 0 A
1 A A=2|)2+1
1 1 1 1
On a
1 2 0 A 1 2 0 A
1 A A=2/A+1 | =10 A=2 X=2 1
1 1 1 1 0 -1 1 1—A

On distingue deuz cas : A —2#0 et A\ —2 = 0.
e Supposons d’abord A\—2 # 0. Alors, en continuant la méthode du pivot de Gauss,

1 2 0 A 12 0] A 1 20 A
0 A—2 A—=2| 1 -0 1 1|5 |—=(011 =
0 -1 1 |1-2) 0 -1 1[1-2) 00 2[1-X++5
1 20 A 120 A
=0 L1 55 =01 0)pgy—5
1-2 1 55\
001 T+2(A72) 001 1T+2(A1—2)
10 0lA=(535—(1=X)
=)
-1 0 10 %(/\1_2) 12
001 T+2(>\72)
et dans ce cas le systeme admet une unique solution
A—3 I—(1-=XMA=2) M -=-3\+3 1-XMA=2)+1 —=A+3)x-1
rT = —— = — a— —
N—2" 20\ — 2) oA —2) 20\ — 2) 20\ — 2)

e Supposons maintenant X — 2 = 0. Alors on obtient la matrice augmentée
1 2 0
0 0 0] 1
0 -1 1

Or de la second ligne on déduit l’équation Oz + Oy + 0z = 1, qui est une équation
impossible. Par conséquent, dans ca cas, le systeme n’admet pas de solutions.

Conclusion :
— Si A =2, le systeme n’a pas de solutions.

— Si X\ # 2, le systéme a une solution unique donnée ci-dessus.



