Espaces Vectoriels Pascal lainé

Espaces vectoriels

Exercice 1.
Soient dans R? les vecteurs v; = (1,1,0), v, = (4,1,4) et vy = (2,—1,4)
La famille (v4, vy, v3) est-elle libre ?

Allez a : Correction exercice 1

Exercice 2.

Les familles suivantes sont-elles libres ?

1. v, =(1,0,1), v, =(0,2,2) etv; = (3,7,1) dans R3.

2. v, =(1,0,0), v, = (0,1,1) et v; = (1,1,1) dans R3.

3. v, = (1,2,1,2,1), v, = (2,1,2,1,2), v; = (1,0,1,1,0) et v, = (0,1,0,0,1) dans R>.

4. v, = (2,43,-1,-2,1), v, = (1,1,2,1,3,1) et v; = (0,—1,0,3,6,2) dans R®.

5. v, = (21,3, 1 —4,-1), v, = (-1,1,-2,2,-3,3) et v3 = (1,5,0,4,—1,7) dans R®.
Allez a : Correction exercice 2

Exercice 3.
On consideére dans R™ une famille de 4 vecteurs linéairement indépendants (eq, e,, e3, e4)
Les familles suivantes sont-elles libres ?
1. (eq,2ey,€3).
2. (eq,e3).
3. (e1,2e1 +ey,64).
4. (3eq +e3,e3,e, +e3).
5 (2e; +e3,61 —3ey,€4,65, —€7).
Allez a : Correction exercice 3

Exercice 4.
Soient dans R* les vecteurs u; = (1,2,3,4) et u, = (1,—2,3,—4). Peut-on déterminer x et y pour que
(x,1,y,1) € Vect(uq,u,) ? Et pour que (x,1,1,y) € Vect(uy, uy) ?

Allez a : Correction exercice 4

Exercice 5.
Dans R* on considére I'ensemble E des vecteurs (x;, x5, x3, x4) Vérifiant x; + x, + x5 + x, = 0 .
L'ensemble E est-il un sous espace vectoriel de R* ? Si oui, en donner une base.

Allez a : Correction exercice 5

Exercice 6.
Dans I'espace R*, on se donne cing vecteurs : v; = (1,1,1,1) , v, = (1,2,3,4), v3 = (3,1,4,2),
v, = (10,4,13,7) et vs = (1,7,8,14)
Chercher les relations de dépendance linéaires entre ces vecteurs. Si ces vecteurs sont dépendants, en
extraire au moins une famille libre engendrant le méme sous-espace.
Allez a : Correction exercice 6

Exercice 7.
Dans I'espace R*, on se donne cing vecteurs : v; = (1,1,1,1) , v, = (1,2,3,4), v3 = (3,1,4,2),
v, = (10,4,13,7) et vs = (1,7,8,14)
A quelle(s) condition(s) un vecteur b = (by, b,, b3, b,) appartient-il au sous-espace engendré par les
vecteurs ? Définir ce sous-espace par une ou des équations.
Allez a : Correction exercice 7

Exercice 8.
Soit E un espace vectoriel sur R et x, y, z et t une famille libre d'éléments de E, les familles suivantes
sont-elles libres?
1. (x,2y,2)
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2. (x,2)

3. (x,x+2,t)

4. Bx+2z2z,y+z).

5. 2x+y,x—3y,t,y —x)
Allez a : Correction exercice 8

Exercice 9.
Dans R*, comparer les sous-espaces F et G suivants :
F =Vect((1,0,1,1),(-1,-2,3,-1),(=5,-3,1,5))
G =Vect((-1,-1,1,-1), (4,1,2,4))
Allez a : Correction exercice 9

Exercice 10.
On suppose que v4, v,,...,U, Sont des vecteurs indépendants de R™.
1. Lesvecteurs v, — vy, Uy — V3, V3 — VUs,..., Up_q — Uy, U — V4 SONt-ils linéairement indépendants ?
2. Lesvecteurs vy + vy, v, + V3, V3 + Uy,..., Un_q1 + Uy, Uy, + vy500t-ils linéairement indépendants?
3. Lesvecteurs vy, vy + vy, V1 + Uy + VU3, Uy + Uy + U3 + Vy,..., U + Uy + o+ Uy + Uy, v, + V4 SONE-
ils linéairement indépendants?
Allez a : Correction exercice 10

Exercice 11.

Soienta = (2,3,—-1),b = (1,—-1,-2),c = (3,7,0) etd = (5,0,—7).

Soient E = Vect(a, b) et F = Vect(c, d) les sous-espaces vectoriels de R3. Montrer que E = F
Allez a : Correction exercice 11

Exercice 12.
Peut-on déterminer des réels x, y pour que le vecteur v = (=2, x, y, 3) appartienne au sous-espace-vectoriel
engendré par le systeme (uq,u,), ouuy = (1,-1,1,2) etu, = (—1,2,3,1)

Allez a : Correction exercice 12

Exercice 13.
Soientu; = (0,1,-2,1), u, = (1,0,2,-1), u3 = (3,2,2,—-1), u, = (0,0,1,0) et ug = (0,0,0,1) des vecteurs
de R*. Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses? Justifier votre réponse.
1. Vect(uy, uy,us) = Vect((1,1,0,0), (—1,1,—4,2))
2. (1,1,0,0) € Vect(uq, uy) N Vect(uy, uz, uy).
3. dim(Vect(uy,uy) N Vect(uz,u3,u4)) =1.
4. Vect(ug,uy) + Vect(uy, us, uy) = R%.
5. Vect(u4, us) est un sous-espace vectoriel de supplémentaire Vect(uy, u,, u3) dans R*.
Allez a : Correction exercice 13

Exercice 14.
On considere les vecteurs v; = (1,0,0,1), v, = (0,0,1,0), v; = (0,1,0,0), v, = (0,0,0,1) et vs = (0,1,0,1)
dans R*.
1. Vect(vy,v,) et Vect(vs) sont-ils supplémentaires dans R* ?
2. Méme question pour Vect(vq, v3,v,) et Vect(v,, vs).
3. Méme question pour Vect(vy,v,) et Vect(vs, vy, Us)
Allez a : Correction exercice 14

Exercice 15.
1. Est-ce que le sous-ensemble E = {(x,y) € R?,y = 2x} de R?, muni des lois habituelles de I’espace

vectoriel R?, est un R-espace vectoriel ?
2. Est-ce que le sous-ensemble F = {(x,y,z) € R3,y? = 2x,z = 0} de R3, muni des lois habituelles de
’espace vectoriel R3 est un sous-espace vectoriel de R3 ?
Allez a : Correction exercice 15
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Exercice 16.
Soientu, = (1,1,1), u, = (2,—2,—-1) etuz = (1,1,—1)
SoientE = {(x,y,z) ER3,y +z =0} et F = Vect(uy, u,)
1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R3. Déterminer une base de E.
2. La famille (uq, u,, us3) est-elle libre ? Est-ce que u; € F ?
3. Est-cequeu; €E?
4. Donnerune basede ENF.
5. Soitu, = (—1,7,5), est-ce que u, € E ? est-ce que u, € F ?
Allez a : Correction exercice 16

Exercice 17.
Soit E = {(x,y,2z) ER3,x +y +z =0}
Soienta = (1,-2,3) et b = (2,1, —1) deux vecteurs. On pose F = Vect(a, b)
1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R3.
2. Déterminer ENF.
3. At-onE@F?
Allez a : Correction exercice 17

Exercice 18.
SoientE = {(x,y,z) ER3|x+y—2z=0et2x —y—z=0}etF ={(x,y,2) E R¥|x +y — z = 0}
deux sous-ensembles de R3.
On admettra que F est un sous-espace vectoriel de R3.
Soienta = (1,1,1), b = (1,0,1) etc = (0,1,1)
Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R3.
Déterminer une famille génératrice de E et montrer que cette famille est une base.
Montrer que {b, c} est une base de F.
Montrer que {a, b, c} est une famille libre de R3.
A-t-onE @ F = R3.
6. Soitu = (x,y,z), exprimer u dans la base {a, b, c}.
Allez a : Correction exercice 18

o wn e

Exercice 19.

Soient E = Vect(a, b, c, d) un sous-espace vectoriel de R3

a=2,-1,-1); b=(-123); c=0147); d=11.2)

Est-ce que (a, b, ¢, d) est une base de R3 ?
Montrer que (a, b) est une base de E.
Déterminer une ou plusieurs équations caractérisant E.

4. Compléter une base de E en une base de R3.
Allez a : Correction exercice 19

w e

Exercice 20.
SoientE = {(x,y,z) ER|2x +y—z=0etx+2y+z=0}etF = {(x,y,z) € R3|2x — 3y + z = 0}
deux sous-ensembles de R3.
On admettra que F est un sous-espace vectoriel de R3.
Soienta = (1,-1,1), b = (—2,—-1,1) etc = (—1,0,2)
1°) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R3.
2°) Déterminer une famille génératrice de E et montrer que cette famille est une base.
3°) Montrer que {b, c} est une base de F.
4°) Montrer que {a, b, c} est une famille libre de R3.

3
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5°) A-t-onE @ F = R3,
6°) Soit u = (x,y, z), exprimer u dans la base {a, b, c}.
Allez a : Correction exercice 20

Exercice 21.
Soient E = {(x,y,z,t) ER" , x+y+z—t=0etx—2y+2z+t=0etx —y+z = 0}
On admettra que E est un espace vectoriel.
EtF ={(x,y,z,t) ER,2x + 6y + 7z — t = 0}
Soienta = (2,1,—-1,2), b = (1,1,-1,1), ¢ = (—1,-2,3,7) et d = (4,4, -5, —3) quatre vecteurs de R*.
Premiere partie
1. Déterminer une base de E et en déduire la dimension de E.
2. Compléter cette base en une base de R*.
Deuxieme partie
3. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R,
4. Déterminer une base de F.
5. At-onE@F =R*?
Troisiéme partie
6. Montrer que F = Vect(b,c,d).
7. Soitu = (x,y,2zt) € F, exprimer u comme une combinaison linéaire de b, c etd.
Allez a : Correction exercice 21

Exercice 22.
Soit E = {(xq, x5, x3) € R3, x; + 2x, — 3x3 = 0}
Soita = (1,2,-3), et F = Vect(a)
1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R3, et déterminer une base de cet espace-vectoriel.
2. AttonE@F=R3?
On justifiera la réponse.
Allez a : Correction exercice 22

Exercice 23.
SOit E = {(xq,%,%3,%,) ER*, x; +x3=0 et x, +x, =0}
Soientu; = (1,1,1,1), u, = (1,—-1,1,—1) et u = (1,0,1,0)
Soit F = Vect(uy,uy, u3)
On admettra que E est un espace vectoriel.
Donner une base de E et en déduire sa dimension.
Déterminer une base de F.
Donner une (ou plusieurs) équation(s) qui caractérise(nt) F.
Donner une famille génératrice de E + F.

5. Montrerque: E @ F = R*.
Allez a : Correction exercice 23

HwbdhpeE

Exercice 24.
SoitE ={(x,y,z,t) ERY,x+y+z+t=0x+2y—z+t=0,—x—y+2z+ 2t =0} et
F={(x,y,z,t) € R x + 3y + 4t = 0}
1. Donner une base de ces deux sous-espaces vectoriels de R*.
2. AtonE@F =R*?
3. Soita = (1,3,0,4) € R* eton pose G = Vect(a),a-t-onG @ F = R*?
Allez a : Correction exercice 24
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Exercice 25.
Soienta = (1,1,1,1) et b = (1, —1,1, —1) deux vecteurs de R*. Soit E = Vect(a, b).
Soient
Fy ={(x1,x5,%3,%,) ERY, x; +x, +x3+x, =0 et 2x; +x, =0}
Fy = {(x1,%x2,%3,x4) ER*  x, + x, =0 et x; +x3 =0}
On admettra que E, F; et F, sont trois sous-espaces vectoriels de R*.
Déterminer une base (c, d) de F;.
Déterminer une base (e, ) de F,
At-onF, @ F, = R*?
Montrer que (a, b, ¢, d) est une base de R*.
5. AtonE®F, =R*?
Allez a : Correction exercice 25

> w e

Exercice 26.
Soientu; = (2,1,1), u, = (1,2,—1), u3 = (1,1,0) et u, = (1, —1, —2) quatre vecteurs de R3.
Déterminer une sous famille de (u, u,, us, u,) libre qui engendre E = Vect(uq, u,, us, uy), en déduire
la dimension de E.

Allez a : Correction exercice 26

Exercice 27.
Soit E = {(xq, %, x3,x4) € R*|x; —x, = 0 etx3 — x4 = 0}
On admettra que E est un sous-espace vectoriel de R*.
1. Déterminer une base de E.
2. Compléter cette base de E en une base de R*.
Allez a : Correction exercice 27

Exercice 28.

Soient P, = %(X - 1DX-2),P,=—-XX—-2)etP, = %X(X — 1) trois polynémes de R,[X].
Montrer que (P, Py, P,) est une base de R,[X].

Soit P = aX? + bX + ¢ € R,[X], exprimer P dans la base (P,, Py, P,).

Soit Q = aPy + BP; + yP, € R,[X], exprimer Q dans la base (1, X, X?).

Pour tout 4, B et C réels montrer qu’il existe un unique polynome de R € R,[X], tel que :
R(0)=A,R(1) =BetR(2) =C.

Allez a : Correction exercice 28

Hown e

Exercice 29.
Soit E = {P € R,[X],P(1) = 0}
1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R, [X].
2. Donner une base de E et en déduire sa dimension.
Allez a : Correction exercice 29

Exercice 30.
Soit E = {P € Rg[X],P(-1) =0 et P(1) = 0}
1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R;[X].
2. Déterminer une base et la dimension de E.

Allez a : Correction exercice 30

Exercice 31.
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Dans F (R, R), les trois fonctions x + sin(x), x — sin(2x) et x ~ sin(3x), sont-elles linéairement
indépendantes?
Allez a : Correction exercice 31

Exercice 32.
Soient f(x) = cos(x), g(x) = cos(x) cos(2x) et h(x) = sin(x) sin(2x). Déterminer Vect(f, g, h).
Allez a : Correction exercice 32

Exercice 33.
Soit E I’ensemble des fonctions vérifiant 1’équation différentielle
y'+xy' —x*y =0
Montrer que E est un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel des fonctions.
Allez a : Correction exercice 33

Exercice 34. (Hors programme)

1. Montrer que les systémes : S; = (1,v2) et S, = (1,+/2,v/3) sont libre dans R considéré comme Q-
espace vectoriel.

2. Soient, dans R?, les vecteurs u; = (3 + /5,2 + 3v/5) et u, = (4,7+/5 — 9). Montrer que le systéme
(uq, uy) est Q-libre et R-lié.

3. Soient les vecteurs v; = (1 —i,i) etv, = (2,—1 + i) dans C2.
a. Montrer que le systeme (v, v,) est R-libre et C-lié.
b. Vérifier que le systtme S = {(1,0), (i, 0), (0,1), (0, i)} est une base de I’espace vectoriel C? sur R et

donner les composantes des vecteurs v, et v, par rapport a cette base.
Allez a : Correction exercice 34

CORRECTIONS

Correction exercice 1.
On peut éventuellement s’apercevoir que v, — v3 = 2v; donc la famille est liée.

Sinon
Liy(a+48+2y =0
av1+ﬁv2+yv3=0R3=>a(1,1,0)+,8(4,1,4)+y(2,—1,4)=(0,0,0):>L2{a+ﬁ—y=0
L3\ 48+4+4y =0
Ly {a+4ﬁ+2y=0 {a+4ﬁ+2y=0 @ =2y
=>L,— Ly -36-3y=0 = g =~y =>{ _
Ly U 48+4y=0 B =—y p=-r

Il n’y a pas que (0,0,0) comme solution donc la famille est liée, en prenant y = 1, on trouve que a = 2
et que B = —1, par conséquent 2v; — v, + v3 = Ogs, Ce qui est la méme relation que 1’on avait
« deviné » ci-dessus.

Allez a : Exercice 1

Correction exercice 2.

1.

a+3y=0
av1+ﬁv2+yv3:0R3:>a(110;1)+,8(0l2!2)+y(3l7:1):(010)0):[ 2ﬁ+7y=0
a+28+y=0

a=-3y a=-3y 2=0

7 7
= ﬁ:—zy = ﬂ:—zyﬁ{ﬁzo
3y-78+y=0 \-9y=0 V=0

Donc la famille est libre
2. La, il est clair que v; + v, = v3 donc la famille est liée
3. On peut raisonnablement s’apercevoir que :
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vy 4+ v, = (3,3,3,3,3) = 3(1,1,1,1,1) = 3(v3 + v,)
Donc la famille est liée.
Sinon on se lance dans un gros calcul
avy + P, +yvz + 6vy + €5 = Ops
(a+2+y=0

[2a4+B+6=0
= «(1,2,1,2,1) + £(2,1,2,1,2) + y(1,0,1,1,0) + 6(0,1,0,0,1) = (0,0,0,0,0) = 4 a+26+y=0
[2a+B8+y=0
\a+28+6=0
Li(a+28+y=0 Ly a+2+y=0 a+28+y=0 a+28+65=0
:Lz 2a+ﬁ+6=0:>L2—2L1 —3ﬁ+6—2y=0:> C3B+6—2y=0m] —36—68=0
Ly |2+ +y=0 " L;—1L, y—6=0 —5 _5
Ly\a+28+6=0 Ly—Ly —y+6=0 ! !
a+26+68=0 {a+z@é6)+5=o (a=—§5
= ﬁ=_15 =>4 1 :’4 1
3 p=—-56 p=—356
y =6 l 3 L 3
y=29 y=296
Il n’y a pas que (0,0,0,0) comme solution donc la famille est liée. En prenant § = 3, on trouve la
relation :

-V, — 7V + 37.73 + 3U4 = O]RS

avq + ﬂvz + Yv3 = O]RG = a(21413; _11 _211) + ﬁ(1r112r113r1) + )/(0) _110r3;612) = (OlOIOIOIOIO)
( 2+ =0

4a+pf -y =0
Ny 3a+28=0
—a+p+3y=0

—2a+3+6y=0

\ a+f+2y=0

On peut s’amuser a faire méthodiquement la méthode de Gauss, mais avec la premiere et la seconde
ligne, on s’apercoit que &« = [ = 0, puis on remplace dans n’importe quelle ligne pour trouver que y =
0.

La famille est libre.

5. C’est trop fatigant, 2v; + 3v, = v3, la famille est liée.
Allez a : Exercice 2

Correction exercice 3.
1. Oui évidemment, sinon

a=0 a=0
ae; + 2fe, + ye; = Opn :>{2,8=0:>{,B=0
y=20 y=20
2. Une sous famille d’une famille libre est libre.
3.
2Xe;—1%x (e +e)+1xe,=0pn
Il existe une combinaison linéaire non identiqguement nulle de ces trois vecteurs, la famille est liée.
4.
3a=0
a(3e; +e3) + Pes+y(ey, + e3) = O0gn = 3ae; +ye, + (@ + B +y)es = O0gn = { y=0
a+f+y=0
a=0
=38 =0
y=0

La famille est libre.
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5. Ilyatrois vecteurs 2e; + e;, e; — 3e,, e, — e dans le plan Vect(eq, e;) donc ces trois vecteurs
forment une famille liée, en rajoutant e, cela ne change rien, la famille est liée.
Allez a : Exercice 3

Correction exercice 4.
Le probléme est de déterminer x et y tels qu’il existe a et g vérifiant (x, 1,y,1) = au; + fu,

x=a+pf L a+pf=x Lq a+pf=x L4 a+pB=x
1=2a—2,8=)L2 2a—2[3=1=)L2—2L1 —4ﬁ=1—2x@ L, —4B =1-2x
y=3a+3f L3)3a+3=y " L3—3L;)] 0=y—3x L 0=y—3x

l=4a—48 Li\4a—48=1 L,—4L,\-88=1—4x L,—2L, 0=—1
La derniére ligne entraine qu’il n’y a pas de solution.
Le probléme est de déterminer x et y tels qu’il existe a et g Vérifiant (x,1,1,y) = au, + Bu,
x=a+pf Ly a+f=x Ly a+pf=x
1=20-28 _L)2a—2=1_ L~ 2L )~4f=1~2x
1=3a+38 "L3)3a+3=1 "L3—3L;) 0=1-3x
y=4a—-48 Li\da—4B=y Ly—4L \-88 =y —4x

L a+p=x ([ a+B=x atf=3
Ll —4B8 =1—-2x —48 =1-2x 1
& 2 1 o 1 <:><ﬁ__ﬁ
L3 X == X = — 1
L4_2L1l 3 3 X = —
0=y—4x—-2(1 - 2x) y=2 3
\ y=2
( 5
“T12
1
<:><'B 12
1
*=3
Lyl 1 5 1
(5,1,1,2>=Eu1—ﬁu2

Allez a : Exercice 4

Correction exercice 5.
Premiére méthode
0+0+0+0=0donc O+ €EE
Soitx = (xq,x5,%3,%4) EEety = (1, V2, V3, Vs) EE,ONa X + X +x3+x, =0€ty; +y, +y3 +
ya=0
ax + By = (axy + fy1, ax; + Bya, axz + Bys, ax, + Bys)
Et pour tout « et S réels
ax; + By +axy + Py, + axs + Pys + axy + Py, = alxy +x + x3 +x4) + f(y1 +y2 + ¥z + ya)
=ax0+pBx0=0
Ce qui signifie que ax + By € E, E est donc un sous-espace vectoriel de R*,
Deuxieme méthode
Un vecteur de E s’écrit x = (—x, — X3 — X4, X5, X3, X4) = x5(—1,1,0,0) + x3(—1,0,1,0) +
x,(—1,0,0,1)
Donc E = Vect((—1,1,0,0), (—1,0,1,0), (—1,0,0,1)), E est un sous-espace vectoriel de R*.
Pour trouver une base, il reste a montrer que ((—1,1,0,0), (-1,0,1,0), (—1,0,0,1)) est libre (Puisque
cette famille est déja génératrice).

~a—f-y=0
a(-1,1,0,0) + p(-1,0,1,0) + y(—1,0,0,1) = (0,0,0,0) = g z g
y=20
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Cette famille est bien libre, c’est une base de E.
Allez a : Exercice 5

Correction exercice 6.

Déja, une famille de 5 vecteurs dans un espace de dimension 4 est liée, mais cela ne donne pas la (ou

les) relation(s) reliant ces vecteurs.

a(1,1,1,1) + f(1,2,3,4) + y(3,1,4,2) + 5(10,4,13,7) + €(1,7,8,14) = (0,0,0,0)

Li( a+f+3y+106 +e=0 Lq a+f+3y+106 +e=0
L) a+20+y+46+7¢=0 @LZ—Ll B—2y—66+6e6=0
Ly)a+38+4y+136+8e =0 " L3—L, 26+y+36+7e=0
Ly\a+48+2y+75+14e=0 Ly—L;\ 38—y —36+13e=0

Ly a+B+3y+106+€=0 {a’+,8+3y+106+6=0
(=4

=4

o L, p—2y—65+6e=0 B—2y—65+66=0

Ly—2L,) 5y+156—5¢ =0 °
L,—3L,\ 5y+156—5¢=0 y+36-e=0
a+f+3y+106+€=0

@{ p—2y—66+6e6=0

y=-30+¢€
a=—F—-3(-36+€)—105 — € a=4e —3(—36+¢€)— 108 — ¢ = -0
= B =2(-35+¢€)+ 65— 6¢ @{ B = —4e€ o1 B =-4e
y=-30+c¢€ y=-36+¢€ y=-36+c¢€

Sionprends§ = lete =0,alorsa = —1, f = 0 ety = —3, ce qui donne
—v; — 33+ v, = Ops
Sionprends§ =0ete =1,alorsa =0, = —4ety =1, ce qui donne
—4v, + V3 + V5 = Ope
Autre fagon de voir les choses :
«(1,1,1,1) + p(1,2,3,4) + y(3,1,4,2) + 6(10,4,13,7) + €(1,7,8,14) = (0,0,0,0)
S avy + fry, +yvs + 6V, + €v5 = Ope © avy + L, + Yvz + 6V, + €vs = Opa
& —0v; —4ev, + (=38 + €)vg + SV, + €Vg = Ops
& §(—v; —3v3+ 1) + €(—4v, + v3 + V)V, = Ops
Cette derniére relation étant vraie pour tout & et pour tout €, on retrouve les deux relations.
Ce ne sont pas les seules relations entre ces vecteurs, si on fait la somme ou la différence, on trouve
d’autres relations
Uy =V +3vzetvg =4v, —v3
Vect(vy, vy, V3,04, V5) = Vect(vq, vy, V3, V1 + 303,40, — v3) = Vect(vq, vy, V3)
Il reste & montrer que (v4, v, v3)est libre, ce qui est quasi évident puisqu’il suffit de refaire le calcul ci-
a=-90 a=0
dessusavec 6 =€ = 0 et alors{ p=-4 = {ﬁ = 0, cela montre que (v4, v,, v3) est libre.
y=-30+¢€ y=20
Allez a : Exercice 6

Correction exercice 7.
b € Vect(vy, vy, V3, V4, v5) = Vect(vq,v,,V3)

D’apres I’exercice précédent.

b € Vect(vy,v,,v3) il existe a, p ety telsque b = avy + Bv, + yvs
Li(a+f+3y=b L, a+pf+3y=>nbn L, a+pf+3y=>nb
L) a+2B8+y =D @Lz—lq ﬁ—2y=b2—b1® L, B—2y=b,—Dby
Ly)a+38+4y=by " Ly—Li|286+y=b3—by ~L3—2L, )5y =b;—by —2(b, —by)
Ly\a+4B + 2y =b, Ly—Ly \38—y =by—by Ly — 3Ly \5y = by — by — 3(b, — by)

L a+f+3y=b

o L, i B—2y=by;—b
Ls 5y = b3 — by — 2(b, — by)
Ly—Ls 0:b4—b1—2(b2—b1)—(b3—b1—2(b2—b1))
0=by—by —3(by —by) — (b3 — by —2(b, —b;)) © by —b; —bs + b, =0

9
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b e Vect(vl, Uy, VU3, Vg, vs) (= b1 - bz - b3 + b4 =0
On peut constater que les composantes de v, v, et vs vérifient b, — b, — b; + b, = 0
Allez a : Exercice 7

Correction exercice 8.
1. Attention, ici x, y, z et t sont des vecteurs. Oui évidemment, sinon

a=0 a=0

ax+2,8y+yz=0E=>{2[3=0=>{[3=0

y=20 y=0

2. Une sous famille d’une famille libre est libre.

3.

2Xx—1XQRx+t)+1xXt=0pn

Il existe une combinaison linéaire non identiquement nulle de ces trois vecteurs, la famille est liée.

4.

3a=0 a=0
a(3x+z)+ﬁz+y(y+z)=ORn:>3ax+yy+(a+ﬁ+y)Z=OE:>{ y=0 :>{,8=0
a+p+y=0 y=0
La famille est libre.
5. Il'yatrois vecteurs 2x + y,x — 3y,y — x dans le plan Vect(x, y) donc ces trois vecteurs forment une
famille liée, en rajoutant t cela ne change rien, la famille est liée.
Allez a : Exercice 8

Correction exercice 9.
Comparer deux ensembles signifie que I’on doit trouver si I’un est inclus dans 1’autre (ou
réciproguement) ou si les ensemble sont égaux.
On va d’abord caractériser F a I’aide d’une (ou plusieurs) €quation cartésienne, ensuite il sera simple de
savoir si les vecteurs qui engendrent G sont dans F.
u=(xy,zt) €F & ilexiste a, B, y réels tels que u = «(1,0,1,1) + B(—1,-2,3,—1) +

y(=5,-3,1,5)
Ly(@=p=>5y=x Ly a—p—-5y=x Ly a—p—5y=x
o) —2-3v=y L —26-3y=y o L -2 -3y =y
L3 a+3ﬁ+y=Z L3_L1 4ﬁ+6y:—x+z L3+2L1 Oz_x_l_Z_I_zy
Ly a—ﬁ+5y=t Ly—Lq 10y =—x+t L, 10y = —x +t

a, B3, ysont donnés par les équations L,, L, et L, donc
F={(x,y,zt) ER* —x + 2y + z = 0}
—-(-D+2(-1)+1=0>(-1,-11,-1)€F
—44+2%x14+2=0=>(4,124)€EF
Celamontreque G c F
Manifestement dim(G) = 2 car les deux vecteurs qui engendrent G ne sont pas colinéaires (donc ils
forment une base de G).
Si on en savait plus on saurait que dim(F) = 3, mais on n’est pas censé le savoir.
Il faut montrer que les trois vecteurs qui engendrent F sont libres, ils formeront une base et la dimension

de F sera 3.
On reprend calcul de u = «(1,0,1,1) + B(—1,-2,3,—-1) + y(-5,—-3,1,5) avec u = (0,0,0,0)
On trouve
a—pB—-5y=x a—F—-5y=0 a2=0
-2 -3y =y -2 -3y =0 _
O=—x+z+2y  )0=—04+0+2x0" ’8;8
10y = —x + ¢ 10y = =0+ 0 4
C’est bon, dim(F) = 3.
GcF
{dim(G) <dim(F) T CFF

Autrement dit G est inclus dans F mais G n’est pas égal a F
Allez a : Exercice 9

10
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Correction exercice 10.
1.
(W —v) + (v, —v3) + (V3 =) + -+ (Vo1 — V) + (Vg — V1) = O
Cette famille est liée.
2. Sin=2p+1
al(vl + Uz) + az (UZ + U3) + a3 (173 + U4) + + azp(vzp + U2p+1) + a2p+1(U2p+1 + 171) = 0R2p+1
(= (afl + a2p+1)171 + (al + 0(2)1]2 + (az + 0(3)1]3 + A + (azp_l + azp)vzp + (azp + a2p+1)vzp+1
(A + azpr1 =0
al + az = 0

a2+0l3=0

= 0R2p+1 =1 = a2p+1 == —0{1 = az = _a3 — e = azp = _a2p+1

Azp-1+azp =0

\&zp + A2p11 =0

Donc a,,4, = 0 et on en déduit que pour tout i € {1,2, ...,2p}, a; = 0.

La famille est libre.

Sin=2p

IX W 40) —1X W +v3) +1X W3 +v) =+ 1X (Vapy +v3p) — 1 X (v, + 1)

=A-Dr+A-Drpy+(-1+Dvs+ (A - Doy + - (=1 + Dvyp_q
+ (1 - 1)172p = O]Rn

La famille est liée
Pour s’en convaincre, on pourra regarder plus précisément les casn = 3 etn = 4.

alvl + az(vl + vz) + a3(v1 + UZ + 173) + e + an_l(vl + vz + e + UTL—l) + an(vl + b + Un)

(a;t+a, +az+-+a,=0 a, =0
a,taz+-+a,=0 a, =0

= Ogn © 1 a3+----:|—an:0 & a3::0
an_1+an= 0 An-_1 =0

\ a, =0 a, =0

La famille est libre.
Allez a : Exercice 10

Correction exercice 11.
c=2a—b¢€Vect(a,b) =E
d =a+ 3b € Vect(a,b) =E
Donc F c E, or a et b ne sont pas proportionnels donc (a, b) est une base de E et dim(E) = 2, de
méme c et d ne sont pas proportionnels donc (c, d) est une base de F et dim(F) = 2.
J’ai passé sous silence que (a, b) est une famille génératrice de E et que (c, d) est une famille

génératrice de F.
{ EcF

dim(E) = dim(F)
Il y a d’autre fagon de faire, par exemple en trouvant pour E et F une équation cartésienne caractérisant
ces espaces.
Allez a : Exercice 11

=>E=F

Correction exercice 12.
On cherche x, y, a et B tel que :

11
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~ B B B L) —a+2B8=x Ly+Ly ) B=x—-2
(-227,3) =a(L-112) + f(-123D) & 21" 7 T e 2T LTI

L4_ 20{+ﬁ=3 L4_—2L1 3,3:7

( 1

a=—=

(x—f=-2 3
13

,3=x—2 X = —
S4=y+2 & o 3
22

7 y=—

7

L'B_§

La réponse est oui.
Allez a : Exercice 12

Correction exercice 13.
1.
Premiere méthode
D’abord on remarque que (1,1,0,0) = u; + u, que (—1,1, —4,2) = u; — u, et que u; = 2u; + 3u,
Donc
Vect((1,1,0,0), (—1,1,—4,2)) = Vect(uy — uz, uy + uy) = Vect(uy — up + uy + up, uy + uy)
= Vect(Ruq, uy + uy) = Vect(uq, uy + uy) = Vect(uq, uy)
Et
Vect(uq, uy, us) = Vect(uq, uy, 2uy + 3uz) = Vect(uq, uy)
On a bien
Vect(uy, uy, us) = Vect((1,1,0,0), (—1,1,—4,2))
Deuxiéme méthode
On cherche une (ou plusieurs) équation cartésien caractérisant E = Vect((1,1,0,0), (—1,1, —4,2))
u=(x7y,z2t) €EE < ilexiste a et g tels que (x,y,zt) = «(1,1,0,0) + f(—1,1,—4,2)

Li(fa—p=x Ly a—p=x
(x,y,2z,t) =a(1,1,00) + f(-1,1,-42) & Ly) —48 = 7 =3 Ly 4B =7
Lq a—f=x

®L3+2L2 0=z—-2x+2y
Ly—L, O=t+x—y
Donc E = {(x,v,zt) ER*, —2x+2y+z=0 et x —y +t = 0}
—-2X0+2%x1—-2=0et0-1-1=0>u,; €E
—2X1+2%X0+2=0et1-0—-1=0>u, €E
—2X3+2X2+2=0et3-2-1=0>uz3€E

Donc Vect(uq,uy,u3) C E,

(1,1,0,0) et (—1,1, —4,2) ne sont pas colinéaires, ils forment une famille libre et génératrice de E, c’est

une base et donc dim(E) = 2, u, et u, ne sont pas colinéaires, ils forment une famille libre de
Vect(uy, up, uz), donc dim(Vect(uy, uy,usz)) = 2, mais Vect(uq, uy, u3) © E donc
dim(Vect(uy, uy,u3)) < dim(E) = 2

On a par conséquent dim(Vect (uy, uy, u3)) = 2 = dim(E) et comme Vect(uy, u,u3) < E, on a alors

Vect(uy, uy,u3) = E
(1,1,0,0) = u; + u, € Vect(uq,uy)
uy —us = (2,2,0,0) = 2(1,1,0,0)
1 1
(1,1,0,0) = Sz ~ S Us € Vect(uy, us, uy)
(1,1,0,0) € Vect(uy, uy) N Vect(uy, us, uy)
12
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3. uy € Vect(uy, uy) N Vect (uy, us, uy) donc dim(Vect (uy, uy) N Vect(uy, us,uy)) = 1
Le tout est de savoir si u; € Vect(u,, us, uy) ?
Orau2.onavuque (1,1,0,0) & Vect(u,, us, uy)
Si u; € Vect(uy, us,uy) alors (1,1,0,0) = uy + u, € Vect(u,, us, uy) ce qui est faux, donc
uq €& Vect(uy,us, uy)
Par conséquent
dim(Vect(uy, uy) N Vect(uy, uz,uy)) = 1
4.
Premiere méthode
Vect(uq, uy) + Vect(uy, uz, uy) = Vect(uy, uy, Uy, us, uy) = Vect(uy, uy, Uz, Uy)
= Vect(uq, Uy, 2u; + 3uy,uy) = Vect(ug, uy, uy) € R*
En effet dim(Vect (uy, uy, uy)) < 3
Deuxieme méthode si on n’a pas vu que u; = 2uy + 3u,
Vect(uy,uy) + Vect(u,, us, uy) = Vect(uqg, Uy, Uy, U, Uy) = Vect(uq, Uy, Us, Uy)
= Vect(uqy, uy, usz) + Vect(uy) = Vect((l,l,0,0), (-1,1, —4,2)) + Vect(u,)
D’apres la premiere question.
Donc
Vect(uy,uy,) + Vect(u,, uz, uy) = Vect((l,l,0,0), (-1,1, —4,2)) + Vect(u,)
= Vect((1,1,0,0), (-1,1,—4,2),u,) € R*
Pour les mémes raisons que dans la premiére méthode.

Vect(uy, uy, us) = Vect((1,1,0,0), (—1,1,—4,2))
= dim(Vect(u;, uz,u5)) = dim (Vect((1,1,00), (-1,1,-4,2))) = 2

Comme u, et ug ne sont pas colinéaires, ils forment une base de Vect(u,, us) et dim(Vect(u4, u5)) =
2
Il reste a vérifier que I’intersection de ces sous-espaces vectoriels est réduite au vecteur nul, ce qui
revient au méme que de montrer que ((1,1,0,0), (—1,1, —4,2), u,, us ) est libre (mais alors comme le
nombre de vecteurs est 4 on pourrait en déduire cette famille est une base de R* ce qui suffit a prouver
que la somme de ces deux sous-espaces vectoriels est directe et qu’elle vaut R?).
a—fF=0 a=0
a+p=0 N =0
-4 +y =0 y=0
26+6=0 §=0

(1,1,0,0) + B(—1,1,—4,2) + yuy + dus = Op+ &

C’est quasiment évident.
La famille est libre, elle a 4 vecteurs dans un espace vectoriel de dimension 4, c’est une base de R*,
donc
Vect(uy, uy, us) @ Vect(uy,us) = R*
Autre méthode
Vect(uy, uy, u3) = Vect((1,1,0,0), (—1,1,—4,2))

= dim(Vect(us, 1, u3)) = dim (Vect((l,l,0,0), (-1,1, —4,2))) =2

Comme u, et ug ne sont pas colinéaires, ils forment une base de Vect(uy, us) et dim(Vect(u4, u5)) =
2
(Ca, c’est pareil)
A la guestion 1°) on a montré que
Vect(uy,uzusz) =E ={(x,y,z,t) ERY, —2x +2y+z=0 et x—y+t =0}
Il n’y a qu’a montrer que les composantes de u, et de us ne vérifient pas ces équations (c’est évident)
pour en déduire que u, & E et que us & E et que par conséquent E N Vect(uy, us) = {Og4}
La somme des dimensions valant 4 (voir ci-dessus) la somme est directe et vaut R*
Vect(uq, uy, uz) @ Vect(uy, us) = R*
Allez a : Exercice 13

Correction exercice 14.

13



Espaces Vectoriels Pascal lainé

1.
dim(Vect(vy,v;)) < 2 et dim(Vect(vs)) = 1 donc la somme des dimensions n’est pas 4, ces espaces sont
peut-étre en somme directe mais cette somme n’est pas R*, ils ne sont donc pas supplémentaires dans R*.
Remarque : en fait dim(Vect(vl,vz)) = 2 car v, et v, ne sont pas colinéaires.
2.
D’abord on va regarder si la famille (v4, v3, v,) est libre, si c’est le cas la réponse sera non car la
dimension de cet espace sera 3 et celle de Vect(v,, vs) est manifestement 2, donc la somme des
dimensions sera 5.

a=0
aU1 + ﬁvz + VU4 = 0R4 = a(lﬂO;Oﬁl)r +ﬁ(010!1)0) + V(O'O'O'l) = (0'0’0’0) = 2 Z g
a+y=0
a=0
=>i=0
y=20

(vq1,v3,v,) est une famille libre qui engendre Vect(v,, v3, v4), ¢’est donc une base de cet espace donc
dim(Vect(vl,vg, v4)) = 3, comme v, et vs ne sont pas proportionnels, (v,, vs) est une famille libre
qui engendre Vect(v,, vs), c’est donc une base de cet espace et dim(Vect(v,, vg)) = 2.

dim(Vect(vy,vs,v,)) + dim(Vect(v,,v5)) = 5 # dim(R*)
Donc ces espace ne sont pas supplémentaires dans R*.

3. v, et v, ne sont pas colinéaires donc (v4, v,) est une famille libre qui engendre Vect(v,, v,), c’est une

base de cet espace et dim(Vect(vy,v,)) = 2.
Manifestement vs = vs + vy, Vect(vs, vy, vs) = Vect(vs, vy, v3 + v,4) = Vect(vs, v,), V3 €t v, Ne sont
pas colinéaires donc (vs, v,) est une famille libre qui engendre Vect(vs, vy, v5) = Vect(vs, v,) ¢ est
donc une base de cet ensemble et dim(Vect(vs, vy, v5)) = 2.

dim(Vect(vy,v,)) + dim(Vect(vs, vy, v5)) = 4 = dim(R*)
Il reste & montrer que I’intersection de ces espaces est réduite au vecteur nul.
Ce coup-ci je vais détailler un peu plus. Soit u € Vect(vy,v,) N Vect(vs, v,), il existe a, B, y et 6 réels
tels que :

u=av, +pvyetu=yvs+6v,

Ce qui entraine que

avy + v, = yv3 + v, © avy + fvy, —yv3 — vy = Opa
Cela montre que
u =0 © (a,B,v,6) =(0,0,0,0) & (vq,v,,v3,1v,) est libre. Résultat que I’on utilise sans avoir a le
montrer.
Mais ici, si on montre que la famille est libre, comme elle a 4 vecteurs, cela montrera que c’est une base
de R* et que

Vect(vy,v,) @ Vect(vs,v,) = R*
Mais dans cet exercice il fallait quand montrer que
Vect(vs, vy, v5) = Vect(vs, vy, v3 + v,) = Vect(vs, vy)

Onyava:
avy + Bv, —yvz — v, = Ope © (1,0,0,1),+5(0,0,1,0) — ¥(0,1,0,0) — 6§(0,0,0,1) = (0,0,0,0)
a=0 a=0
-y =0 =0
= g =0 = v =0

a—6=0 6=0
Donc u = av, + v, = Ogs et Vect(vy, v,) N Vect(vs, v,) = {Ogs}
Comme la somme des dimensions est 4 on a:
Vect(vy,v,) @ Vect(vs, vy, vs) = Vect(vy, v,) @ Vect(vs,v,) = R*
Allez a : Exercice 14

Correction exercice 15.
1. 0=2x0doncOy: €E.
Soientu = (x,y) €E,y =2xetu' = (x",y') €E,y' = 2x'
14
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Pour tout A et A" deux réels
Au+Au =Ux+Ax" Ay + A'y") = (X,Y)
Y=2y+ Ay =22x 4+ 22x" =2(Ax + A'x") = 2X
Donc Au + A'u’ € E. Ce qui montre que E est un sous-espace de R2.
2. Soitu=(220)€Fcary?=22=2x2=2xetz=0
2u = (4,4,0) y2 =42 = 16 # 2 x 4 = 8 donc 2u & F donc F n’est pas un sous-espace vectoriel.
Allez a : Exercice 15

Correction exercice 16.
1. 0+0=0=>0p €EE
Soitu=(x,y,z) EE,y+z=0etsoitu’ €E,y'+2z' =0, pourtout 1,1’ €R
Au+Au = Ax+Ax Ay + Ay Az+ A'z")
Comme
Ay +2y)+Az+212) =A@y +2)+A (' +2z)=Ax0=1%x0=0
Au+Au €E
E est un sous-espace vectoriel de R3.
Soitu = (x,y,z) EE,y+z=0& z=—y,donc
u€eEou=(xy-y)=x(1,0/0)+y(0,1,-1)
E = vect(eq,e, — e3)
e, et e, — e ne sont pas proportionnels, ils forment une famille libre et génératrice de E, c’est une base

de E.
2.

a+20+y=0
auy + Buy +yuz = 0gs © a(1,1,1) + B(2,-2,-1) +y(1,1,-1) = (0,00) ®ja -2 +y =0
a—F—y=0

Ly (a+26+y=0 a=0

(:)Lz_Ll{ —43 =0 @{ﬁ=0

L3 —Li\=38—-2y =0 y=0

La famille (uq, u,, us) est libre.
Premiere méthode
Si uz € F alors ils existent a et S réels tels que u; = au; + Bu,, ce qui signifie que (uq, u,, us) est
liee, ce qui est faux, donc u; & F
Deuxiéme méthode
u; €EF © 3a,f € Ru; =auy + fu, @ 3o, ER,(1,1,-1) = a(1,1,1) + p(2,—-2,-1)

l=a+2p Ly l=a+2p
@EIa,ﬁE]R,{1=a—2ﬂ(:Eloc,ﬁE]R,Lz—Ll{ 0=-4p
—1l=a-p Ly—L; \-2=-3p

Les deux derniéres lignes montrent que ce n’est pas possible, par conséquent u; € F
3. u3 = (1,1,_1), 1 + (_1) S 0 (=4 u3 eE.

4
u=@yneEnFe{!Slope R,{ u};-;f”lztl:+0ﬁu2
©3a,B ER, {(x, y,z) = aill-,'_llzl)z‘:)ﬁ(zl —2,—-1)
& 3a,f € R,{ = ad+ 23'3;12;_023,2 =a-p
& 3a,p € R,{x - a(i_z[i[i,):éa—_zg?;zoa -p
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3
< 3da,p € R, 0(=E,6'
x=a+28,y=a-2F,z=a—-L
3
aziﬁ
< 3,6 €ER, 7 1 1
X=say=-5az=50

Donc si on pose a = (7,—1,1)
ENF =Vect(a)
5 u,=(-175),7+5+*0doncu, ¢ E
u, € F © (uq,uy,uy,) estliée

a+28—-y=0
auy + fu, +yu, = Ops © a(1,1,1) + (2,-2,-1) +y(-1,7,5) = (0,0,0) {0{ —-28+7y =0
a—F+5y=0

©Ll,—Li{—-4+8y=0 ] —-2y=0 :}{
Ly— L {=38—6y=0 B—2y=0
La famille est liée par la relation
—3uy + 2uy; +uy = Ogs © uy = 3uy — 2u,
Ce qui montre bien que u, € F
Allez a : Exercice 16

a+4y—y=0=}{a=—3y

Ly (a+28+y=0 a+26+y=0
{ { B =2y B =2y

Correction exercice 17.
1. Premiere méthode
0+0+0=0=0p €EE
Soientu = (x,y,z) e Eetu’' = (x',y',z') e E,onax+y+z=0etx' +y'+ 2z = 0.Pour tout 1 et
Aréels, lu+Au' = Ax+A'x", 2y + A'y', Az + A'z"), ce qui entraine que
Ax+2x)+ Ay +2y)+Qz+212)=Ax+y+2)+ VX" +y +2')=0
D’ou, Au + A'u’ € E, ce qui achéve de montrer que E est un sous-espace vectoriel de R3.
Deuxiéme methode
Commez=—-x—-y,u=(xy,2)€Esu=(xy —x—vy)=x(1,-10)+ y(0,1,—1) ce qui
montre que
E =Vect((1,-1,0),(0,1,-1))

Et que par conséquent E est un espace vectoriel.

2. Premiere méthode.
Soitu = (x,y,z) EENF,d’unepart x + y +z = 0 car u € E et il existe a et g, réels tels que u =
aa + fb caru € F. Cette derniere égalité s’écrit aussi

x=a+2p
(x,y,z) =a(1,-23)+p2,1,-1) oy =—2a+
z=3a—-p
Par conséquent
x=a+2f x=a+2p x=a+2p
y=-2a+pf y=-2a+f y=—-2a+pf
uweENnk e z=3a—-f < z=3a—p < z=3a—-p
x+y+z=0 (a+28)+(—2a+B)+Ba—-p)=0 2a+28 =0
x=a+2p X=-a
= — :—3
o )Y 2+ f y a

Z=3C¥—ﬁ<:> z =4«
B =-a p=—-a

Cela montre qu’il existe « € R tel que u = a(—1,—3,4)
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Autrement dit si on pose ¢ = (—1,—-3,4), ENF = Vect(c)

Deuxieme méthode

On cherche une ou plusieurs équations caractérisant F
u=Wyz)EFedaeRIBERu=aa+ b ITaeRIBER,(x,y,2)

a+2f=x
= a(1,-23)+pBR1,-1)eJaceRILER {2a+f =y IJaeR, 3B
3a—f =z
a+2f=x
eR,L2+2L1{5ﬁ=y+2x & Ja € R, 3B
37 3L -7 =z—7x
a+2=x
, 50=y+2x & Ja e R,IL
SLs + 7Lz (0 = 5(2 — 3x) + 7(y + 2%)
{ a+2f=x
, 5=y +2x
4Ly + 5L, —x+7y+5z=0
Donc F = {(x,y,z) € R3,—x + 7y + 5z = 0}
Ensuite on cherche I’intersection
x+y+z=0 x+y+z=0 X+ty+z=0
u=(x,}’:Z)EEnF@{_x+7y+SZ:0®L2+L1{8y+6z=0 { y:—%z
3 N 0 1
X—=z+4+z= X=—-=z
4 4
< 3 7)1 3
y=737 y="37

On trouve le méme résultat.

Troisiéme méthode

On cherche une équation du plan F (parce que 1I’on se doute bien que ¢’est un plan). Un vecteur
orthogonal a ce plan est a A b dont les coordonnées sont

() C)-(622)-(2)

Et I’ensemble des vecteurs u = (x, y, z) orthogonaux a ce vecteur vérifient
—x+7y+5z=0
Puis on finit comme dans la deuxiéme méthode.
3. ENF # {0gs},onn’apasE @ F = R3.
Ou alors dim(E) + dim(F) = 2 + 2 = 4 # 3 = dim(R2), si on a montré que E et F étaient des plans.
Allez a : Exercice 17

Correction exercice 18.

1.
u=(x,y2) Ly u=(x,y,2) u=(x,y2)
u=(x,y,z)EE(:>{x+y—22=O<:» L, {x+y—22=0(:>{ X=1z
2x—y—2z=0 L3—2L,\-3y+3z=0 y=2z

X =2Z
y=2Z
Donc E = Vect(a) ce qui montre que E est un sous-espace vectoriel de R3
Autre méthode

u=1_(22z2)=2(11,1)
-|
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{O+0—2><O=0
2x0-0-0=0

SOlent u1 = (xl,yl,Zl) € E et u2 = (xZ,yz,Zz) € E, on a{

=1 01R3 E E

x1+y1—221 = Oet{xz +y2 —2Z2 = 0
le—yl—Z1=O 2x2—y2—Z2=0
Aug + Auy = (Axq + Axx, Lys + A2Y2, 4421 + A525)

{(/11X1 + A2%2) + (Ay1 + A2y2) — 2(A12 + A325) = A4 (g +y1 — 221) + (2 + ¥, — 22,) = 0

2(Mxg + A2200) — (WY1 + A2y2) — (121 + 4325) = A1 (2x1 —y1 — 21) + 4,(2x, =y, —2,) = 0
Ce qui montre que A;uy + A,u, €E
Et finalement E est un sous-espace vectoriel de R3.

2. {a} est une famille génératrice de E, ce vecteur est non nul, c’est une base de E, bref E est la droite
engendrée par le vecteur a.

1+40—-1=0=>b€EF
0+1-1=0=>c€eF
b et ¢ ne sont pas proportionnels, ils forment une famille libre de F donc dim(F) > 2.
(1,0,0) ¢ F donc F < R3 par conséquent dim(F) < dim(R3) = 3.
On déduit de cela que dim(F) = 2 et que par suite la famille {b, c} est libre (dans F) a deux éléments,
c’est une base de F.

1+41-1=1%0=a¢&Vect(h,c) et {b,c}est libre donc {a, b, c} est libre (c’est une base de R3,
puisque cette famille a trois éléments)
5. {a} est une base de E, {b, c} est une base de F et {a, b, c} est une base de R3 par conséquent
EDF =R3
6. Oncherche a,f,y telsque u = aa + b + yc

Liy(a+p =X

u=aa+pb+yce (x,v,z) =a(1,1,1) + £(1,0,1) + y(0,1,1) © L, {a +y=y
L;\a+f+y=z
L, a+pf =X a=—f+x a=x+y—z

L, — Ly —,8+y=—x+y<:>{,8=y+x—y<:>{ﬁz—y+z

Ly —L; y=—x+2z y=—-x+z y=—x+z

u=x+y—2z)a+(—-y+2z)b+ (—x+ z)c
Allez a : Exercice 18

Correction exercice 19.

1. Une famille de 4 vecteurs dans un espace de dimension 3 est liée, ce n’est pas une base.
2. Pourtout a, B,y et d réels

aa+ Bb +yc+6d = 0pz © a(2,—-1,-1) + B(—1,2,3) + y(1,4,7) + 6(1,1,2) = (0,0,0)

Li( 2a—F+y+6=0 Ly 20— +y+6=0
@Lz{—a+2ﬁ+4y+6=0 (:)2L2+L1{3ﬂ+9y+36=0
Li\—a+3+7y+26=0 L;— 1L, B+3y+46=0
{Za—ﬁ+y+6=0@{2a—[3+y+8=0@{2a—(—3y—6)+y+5=O
p+3y+46=0 B=-3y—6 B=-3y—¢6
2a+4y+26=0 a=-2y—6
{ p=-3y-96 {B=—3y—6

Donc pour tout a, B,y et & réels
aa+ Bb+yc+8d =0 © (—2y —&a+ (=3y —6)b+yc+ 5d = Ops
©y(—2a—3b+c)+d(—a—b+d) =0ps
Ce qui montre que —2a — 3b + ¢ = Ogs et que —a — b + d = Ogs, autrement dit
c=2a+3d et d=a+b
18
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Par conséquent

E =Vect(a,b,c,d) = Vect(a,b,2a + 3d,a + b) = Vect(a, b)
(a, b) est une famille génératrice de E, les vecteurs a et b ne sont pas proportionnels donc (a, b) est
libre, c’est une base de E.

3.
x=(x,x,x3) EEeIq,ERXx=aa+ b e Ta, € R a(2,—-1,-1) + f(—1,2,3)
Li(2a0a—F=x; Ly 20— B = x4
= (x1,xp,x3) @I, ER Lyi—a+ 20 =x, ©3Fa,L € R,2L, + L1130 = 2x, + x4
Li\—a + 30 = x5 Ly =Ly \ B=2x3—x;
Ly 20 — B = x4
©3a,fER, L, 30 = 2x, + x4

3L — Ly (0 = 3(x3 —x3) — (2x, + x;) = —x; — 5x, + 3x3
Une équation caractérisant E est —x; — 5x, + 3x3 =0
4. ey = (1,0,0) ne vérifie pas I’équation caractérisant E donc e; & E et (a, b) est libre donc (a, b, e,) est
une famille libre & 3 élément dans I’espace vectoriel R3, de dimension 3, ¢’est une base.
Allez a : Exercice 19

Correction exercice 20.

1°)
u=(xy,2) L, u=(x,y,2) u=(xYy,z2)
u=(x,y,Z)EE<:>{2x+y—Z=O<:> L, {x+2y+z=0<:>{ xX=-z
x+2y+z=0 2L3—L,\ 3y+3z=0 y=-z

X=-z
y=-z

Donc E = Vect(a) avec a = (1,—1,1) ce qui montre que E est un sous-espace vectoriel de R3

Autre méthode

u=1(2z2z2=-z(1,-11)
|

{2><0+0—0=0
0+2x0+0=0

Soientuy = (x1,y1,21) € E etuy, = (x5,y,,2,) € E, 0N a{

le+y1_21:0 {2x2+_‘y2—22=0
x1+2y1+21=0 x2+2y2+22=0
Auy + Auy = (Agxg + A%, 1 yy + A2Y2, 4121 + 2,2;)

{2(/11951 + A2x2) + (Myr + A52) + (21 + A325) = 4, (2xq +y1 — 21) + 4,2xy +y, —2,) =0
(121 + Az25) + 2(A1y1 + A2y2) + (W21 + 2322) = 4 (%1 + 21 +21) + A,(x2 + 2y, +2,) =0
Ce qui montre que A,uy + A,u, € E
Et finalement E est un sous-espace vectoriel de R3.
2°) {a} est une famille génératrice de E, ce vecteur est non nul, c’est une base de E, bref E est la droite
engendrée par le vecteur a.
3°)

2X(-2)-3x(-1)+1=0=bE€EF

2X(-1)—-3x04+2=0=>c€F

b et ¢ ne sont pas proportionnels, ils forment une famille libre de F donc dim(F) > 2.
(1,0,0) ¢ F donc F & R3 par conséquent dim(F) < dim(R3) = 3.
On déduit de cela que dim(F) = 2 et que par suite la famille {b, c} est libre (dans F) a deux éléments, c’est
une base de F.
4°)
2X1-3Xx(-1)+1=6+0=>a¢&Vect(b,c)et{b,c}estlibre donc {a, b, c} est libre (c’est une base
de R3, puisque cette famille a trois éléments)
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5°) {a} est une base de E, {b, c} est une base de F et {a, b, c} est une base de R par conséquent
EDF =R3
6°) On cherche a, B,y telsque u = aa + Bb + yc

Li(a—20—-y=x
u=aa+pb+yce (x,y,z) =all,-1,1) + B(—2,-1,1) + y(—-1,0,2) & L, [—a - B =y
Lila+p+2y =2z
Ly a—2—-y=x a=20+y+x
(:)L2+L1{ -3—-y=x+y & {—3B=y+x+y
L, —L, 3+3y=—x+z L3tlel 2y=y4;
( ) 1 1
a= ,8+2y+zz+x
<:><—3,8=ly+lz+x+y=x+iy+lz
2 2 2 2
1 1
L y=5y+52
( 1 1 1 1 1 ( 1 1 1
a—2<—§x—§y—gz)+5y+zz+x a=§x—§y+gz
=X ﬁ=—lx—ly—lz (:)<ﬁ=_lx_ly_lz
3 2 6 3 2 6
1 1 1 1
L y=§y+§z L y=§y+§z
1 1 1 1 1 1 1 1
u=(3x-gvgz)at(-gx-gy-gz)o+(zy+37)c
Allez a : Exercice 20
Correction exercice 21.
Premiere partie
1.
Li(x +y+ z—t=0 Lq x+y+z—-t=0 x =2y
u=(x,y,z,t)EE@LZ{x—2y+22+t=O=}L2—L1{ —3y+z+2t=0<:>{z=—y
L3y\x —y+z =0 Lz;—1L, =2y +t=0 t=2y

Doncu = (2y,y,—y,2y) =y(2,1,-1,2) = ya

2. an’est pas le vecteur nul et engendre E, ¢’est une base de E et dim(E) = 1Soit e; = (1,0,0,0), e; € E
car les composantes de e, ne vérifient pas les équations caractérisant E. Donc (a, e;) est libre.
u=(xy,2t) € Vect(a,e,) si et seulement s’ils existent a et S réels tels que :

Ly (2a+ B =x Ly 20+ =x 20+ =x

_ L, a=y 2L, — L1 )= =2y —x —f=2y—x
u—aa+ﬁel(:>L3 —a=2z @2L3+L1 p=2z+x L3+ L, 2Zz+x+2y—x=0
L\ 2a=t Li—L \—g=t—-x e Le\t_x—@y-x=0

Donc Vect(a,e;) = {(x,y,z,t) ER*,y+z=0et —2y +t = 0}
Soit e, = (0,1,0,0), e, & Vect(a, e;) car les composantes de e, ne vérifient pas les équations
caractérisant Vect(a, e,) et (a, e;) est libre donc (a, e;, e,) est libre.
u=(xy,z2t) € Vect(a, ey, e,) si et seulement s’ils existent e, S et y réels tels que :

Ly (2a+B=x Ly 20+ =x
u=aa+fe +ye, © Z a_+a)/:—zy PR ;Z N ii B;i)/z;f); X

L4_ 2 =t L4—L1 —ﬂ:t—x
20+ B =x 20+ B =x
—B+2y=2y—x —B+2y=2y—x
S S
L3 + Ly 2y =2z+ 2y 2y =2z+x+2y—x
izl —zy=t-2y Latls 0=t+2z
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Donc Vect(a, ey, e;) = {(x,v,z,t) € R*, 2z + t = 0}
Soit e; = (0,0,1,0), e5 & Vect(a, ey, e,) car les composantes de e; ne vérifient pas I’ équation
caractérisant Vect(a, e, e,) et (a, e, e,) est libre donc (a, e4, e,, e5) est libre, comme cette famille a
quatre Vecteurs, c’est une base de R*.

Allez a : Exercice 21

Deuxieme partie

3. 2xXx0+6%x0+7x0—0=0donc O+ € F.
Soientu = (x,y,z,t) € Fetu' = (x',y',z',t") € F,onaalors
2x+6y+7z—t=0et2x" + 6y + 77 —t' = 0. Soient 1 et ' deux réels.

Au+Au =Ax,y,z,t) + Ax,y', z',t") = Ax + Ax", Ay + X'y, Az + X'z, At + A't")
2x + Ax)+6(Ay+A'y)+7(Az+ Az2") — (At + A't")
=AQ2x+6y+7z—t)+A2x'+ 6y +72 —t')=0

Donc F est un sous-espace vectoriel de R*.

4. u=xyzt) EFeu=(xyzt)ett=2x+6y+7z u=(x,y,22x+6y+7z2)
Doncu = (x,y,z,2x + 6y + 7z) = x(1,0,0,2) + y(0,1,0,6) + 2(0,0,1,7)
u, = (1,0,0,2), u; = (0,1,0,6) et u, = (0,0,1,7), (uoy, uy, u3) est une famille génératrice de F.
Il reste @ montrer que cette famille est libre :

a=20
B=0 a=0
«(1,0,0,2) + 3(0,1,0,6) +y(0,0,1,7) = (0,0,0,0) & Y =0 e =0,

20+ 68 +7y =0
Cette famille est bien libre, ¢’est une base de F.

5. dim(E) = 1 etdim(F) = 3 donc dim(E) + dim(F) = 4 = dim(R*%)
Comme2x2+6%x1+7%x(-1)—2=1#0,a=(21,-12)¢F,ENF = {0gs}
Onaalors E @ F = R*.

Allez a : Exercice 21

Troisieme partie
6. Comme2x1+6%x1+7%x(-1)—1=0,b€F.
Comme2 X (—1)+6x(-2)+7%x3—-7=0,c€F.
Comme2x4+6x4+7x%x(-5)—(-3)=0,d€EF.

Li ((a—B+4y =0 Ly (a=f+4y=0 a=0
— L) a=-2+4y =0 L, =1L, —B=0 -
ab+,3C+Vd—OR4‘:’L3 —a+38-5y=0 " Ly+L;) 28-y=0 :5;8

L4 a+7,8—3)/=0 L4+L1 8,3—7)/=0
Donc (b, ¢, d) est une famille libre dans un espace de dimension 3 (dim(F) = 3), ¢’est une base de F.
7. Soitu = (x,y,z,t)avec2x+6y+7z—t =0
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Ly ( a—p+4y =x Ly a—p+4y =x
_ L) a=20+4y =y L,— L4 —pf=—x+y
ab+ﬁc+yd—u@L3 —a+3,8—5y=z(:)L3+L1 20—y =x+2z
L, a+7ﬁ—3y=t Ly + Ly 8,8—7)/=—x+t
( a—p+4y=x
B=x-y

S Ly + 2L, ) —-y=—x+2y+z
Ly +8L, \—7y =-9%+8y+t
a=p—4y+x
. 4 p=x—y
y=x—-2y—z

La=7Ls\0 = —ox + 8y + t — 7(—x + 2y + 2)
a=x—y—4(x—-2y—2)+x a=-2x+7y+4z
o B=x—y o B=x—-y
y=x-—-2y—z y=x—2y—z
0=-2x—-6y—7z+t 0=0
Donc pour toutu = (x,y,z,t) E Favec2x + 6y +7z—t =0
u=(-2x+7y+4z2)b+ x—y)c+ (x — 2y —2z)d
Allez a : Exercice 21

Correction exercice 22.
1. 0+2%x0—-3x0=0doncOgs €E.
Soientu = (xq,x,,x3) € Eetu’ = (x1,x3,x3) € E alors
X1+ 2%, —3x3=0 et x;+2x3—3x3=0
Pour tout A et A’ réels :
Au+Au = (Axg + A xq, Axy + Ax5, Axs + A’ x5
Axy + A'xg + 2(Ax, + Axy) — 3(Axs + A'x3) = A(xg + 2x, — 3x3) + A'(x1 + 2x5 —3x3) =0

Donc
Au+Au €E
E est un sous-espace vectoriel de R3.
u = (x4, %, x3) {u = (—2x, + 3x3,x5,X3)
= (=1
u (x11x2' x3) €E {xl = _2X2 + 3X3 X1 = _ZXZ + BX3

u = (—2x, + 3x3, x5, x3) = x,(—2,1,0) + x3(3,0,1)
b = (—2,1,0) et c = (3,1,0) sont deux vecteurs non colinéaires, ils forment une famille libre qui
engendre E, c’est une base de E, donc dim(E) = 2.
2. 1+2x2—-(—3)x3=14#0donca ¢ E, par conséquent F N E = {03}, comme
dim(E) + dim(F) = 2 + 1 = 3 = dim(R?®)
OnaE@F =R3
Allez a : Exercice 22

Correction exercice 23.

1.
u = (xq, X2, X3, X4) u = (—x3, =Xy, X3, X4)
u = (x1,%,%3,%4) EE & X1 = —X3 < X1 = —X3
Xy = —Xy Xy = —Xgy

u = (—x3, —x4,x3,%4) = x3(—1,0,1,0) + x,(0,—1,0,1)
uy = (—1,0,1,0) et us = (0,—1,0,1) sont deux vecteurs non proportionnels, ils forment une famille
libre qui engendre E, c’est une base de E, par conséquent dim(E) = 2.
2. Il estclair que u; + u, = 2u3 donc la famille (uy, u,, u3) est liée.
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1
F =Vect(uy, uy,u3) = Vect <u1»u2;§u1 + Euz) = Vect(uq, uy)

u, et u, sont deux vecteurs non colinéaires, ils forment une famille libre qui engendre F, c’est une base
de F, donc dim(F) = 2.
Attention certain d’entre vous on écrit (U, U, u3) ne sont pas proportionnels donc (u4, u,, u3) est une
famille libre, c’est completement faux, ce résultat est vrai pour deux vecteurs.

3. u=(xq1,x.,x3,%,) €EF &il existe a et S réels tels que u = au, + fu,

L (a+f=x

— _ L2 a — ﬁ = xz
u=auy + ﬁuz < {a(lrlllil) + ﬁ(l,_l,l,_l) - (xll X2,X3, x4) < L3 a+ ﬁ = X3
Lila=B=x,

Ly a+p=x
Ly—Li)=20 =—x1 +x,
Ly—L;) 0=—x; +x3
La—L,\ 0=—x, +x,
Donc
F ={(x1,x5,%3,%,) ER* —x; + x3 =0 et —x, + x, = 0}
4. E+F =Vect(uy, us, uq,uy)
Donc la famille (uy, us, uq, u,) est une famille génératrice de E + F.
Remarques :

a. Laréponse E + F = Vect(uy, us, Uy, Uy, Uz) €st bonne aussi.

b. On pouvait penser @ montrer que (u,, Us, Uy, U,) était libre (c¢’est le cas) mais ¢’est totalement inutile
(si on avait demandé de trouver une base alors la, oui, il fallait montrer que cette famille était libre).
Toutefois de montrer que cette (w4, us, ug, u,) est libre permettait de montrer que E @ F = R?,
parce que si une base de E, « collée » a une base de F donne une famille libre,ona E+ F =E @ F,
et comme (uy, Us, Uy, Uy) est une famille libre de R* a 4 vecteurs, c’est aussi une base de R*,
autrement dit E @ F = R*. Ce n’est pas la peine d’en écrire autant, il suffit de dire que puisque
(u4, Us, Uy, Uuy) est une base de R* (libre plus 4 vecteurs) alors E @ F = R*.

Mais il y avait beaucoup plus simple pour montrer que E @ F = R* (voir question 5°)).

c. Attention si on écrit (uy, us, uq, u,) Ne sont pas proportionnels donc (uy, us, U4, u,) est une famille
libre, c’est completement faux, ce résultat n’est vrai que pour deux vecteurs.

d. Regardons ce que 1’on peut faire et ne pas faire

E + F = Vect(uy, us,ug,uy) = Vect(—ey + e3,—e, +eg,e1 + e, +e3+eg,e1 —ey +e3 —ey)
(a c’est bon. Mais ensuite il faut simplifier correctement
E+F =Vect(—e, +e3,—e, +egeq+e,+es+e,+(eg—ey+es—ey), e —e, +e3—ey)
= Vect(—e; + e3,—e, + e,4,2e; + 2e5,e, —e, + e5 —e,)
= Vect(—e; +e3,—e, +e4,e; +e3,e1 —ey, +e3—ey)
=Vect(—e; +e3+ (e; +e3),—e, +e4,e;+e3,e1 —e;+e3—ey)
= Vect(2e;,—e, + e4,e; + 3,61 — e, +e5—ey)
= Vect(es,—e, + e4,e1 + 3,61 — e, +e3 —ey)
Et 14 on retombe sur une situation habituelle, comme e5 est tout seul, on peut le simplifier partout :
E +F =Vect(es,—e, + e4,e1,61 — e, —e,) = Vect(es, —e, + e4,61,—€5 — €4)
= Vect(e;,—e, + e, + (—ey, —e,),e1,—e;, —e,) = Vect(es, —2e,,e1,—€; — €4)
= Vect(es, e,,e1,—€, — €,) = Vect(es, e,,e,, —e,) = Vect(es, e5,e1,e4) = R*
On peut éventuellement se servir de cela pour montrer que E @ F = R* (il reste a dire que la
somme des dimension de E et de F est 4) mais ce n’est pas ce qui est demandé.

5. dim(E) + dim(F) = 2+ 2 = 4 = dim(R%)
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x1+x3:O x1:0

X, +x4 =0 x, =0 _
UEENF & X 423 =0 %5 = S U = Ogs

—X;+%x4=0 x, =0

Donc E NF = {Op+}

Par conséquent E @ F = R*
Autre méthode :

On aurait pu montrer que (uq, u,, us, uy) €tait une famille libre.
Allez a : Exercice 23

Correction exercice 24.

1.
Li( x+y+z+t=0 L (x+y+z+t=0
u=(x,y,z,t)EE=>L2{ x+2y—z+t=0 @Lz—Ll{ y—2z=0
L3 _x_y+22+2t:0 L3+L1 3z+3t=0

y =2z y =2z y =2z
t=—z t=-—z t=—z
Doncu = (—2z,2z,z,—z) = z(—2,2,1,—1)
On pose uy = (—2,2,1,—1) et E = vect (uy), E est la droite engendrée par le vecteur w,.
u=((yzt) EFex+3y+4t=0x=—-3y—4t
Doncu = (—3y —4t,y,z,t) = y(-3,1,0,0) + z(0,0,1,0) + t(—4,0,0,1)
On appelle u; = (—3,1,0,0), u, = (0,0,1,0) et uz; = (—4,0,0,1) et F = Vect(uq, u,, u3)
(uq, uy, ug) est une famille génératrice de F, il reste a montrer qu’elle est libre.

x+y+z+t=0 x+2z2+z—z=0 x =-2z
S o S

—3a—4y =0
au, + Bu’z + Yus = O]R4 And a(_3!1;0;0)! +ﬁ(0’0I1I0) + V(_4;0,0;1) = (OFOIOIO) 4 ; : g
y=20
a=0
<=0
y=20

(uq,uy,uz) est libre (et génératrice de F) ¢’est donc une base de F.
2. uy=(-2,2,1,—1) vérifie
—2+3%X2+4%x1=0
Ce qui montre que uy € F, par conséquent E c F,etdonc E N F = E # {Ogs}, E et F ne sont pas en
somme directe.
3. a=(13,04)
1+3%X34+4%x4=26+0
Donc a ¢ F, par conséquent G N F = {04}, d’autre part
dim(G) + dim(F) =1+ 3 = 4 = dim(R*)
OnaG@®F=R*
Allez a : Exercice 24

Correction exercice 25.

1.
X1+ X +x3+x4,=0 X1 +x,+x3+x,=0
x = (x1,%2,X3,%4) € Fy ‘:’{ 2%, +x, =0 < X, = —2Xx;
{—x1+X3 + X4 =0@{x3 =X T X
X, = —2Xx1 Xy = —2%

Donc
x = (%1, —2x1, %1 — X4,%4) = x,(1,-2,1,0) + x,(0,0,—1,1)
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Onposec = (1,-2,1,0) etd = (0,0,—1,1)
Ces deux vecteurs engendrent F, ils ne sont pas proportionnels, donc ils forment une famille libre, par
conséquent (c, d) est une base de F,.

X, +x4, =0 Xy = —X;
x = (x1,%,%x3,%X4) €EF @{ { _
(1 2 3 4) 2 x1+x3=0 x3__x1

Donc
x = (xq, x5, —%1,—%5) = x,(1,0,—1,0) + x,(0,1,0,—1)
On pose e = (1,0,—1,0) et f = (0,1,0,—1)
Ces deux vecteurs engendrent F,, ils ne sont pas proportionnels, donc ils forment une famille libre, par
conséquent (e, f) est une base de F,.
3. Premiére méthode

X1 +x, +x3+x,=0 X1 +x,+x3+x,=0
2x1+x,=0 2x1 +x, =0
x = (x1,%3,%x3,%) EF;NF, © x21+ X0 =0 & x14 _ ixz
X1 +x3=0 X3 = —X1
X1 +xp+x1+x,=0 0=0 _
— _ Xy = —2x
2x1+x, =0 2x1+x, =0
(= _ [—4 x3=—x1
Xg4 = —X2 Xg4 = 7% X, = 2x
X2 = —X Xy = —X 4 =M
3 1 3 1

Donc x = (xq, —2xq, —x41,2%1) = x,(1,—-2,—-1,2)

Cela montre que F; N F, = Vect((1,-2,-1,2))

Onn’apas F; @ F, = R*

Deuxiéeme méthode

On rappelle que F; @ F, = R* & (¢, d, e, f) est une base de R*.

a+y=0 Yy =—a Yy =—a
ac+ pfd+ye+0f =0 © a+B—y=O® a+ﬁ+a=0® g =—2a

Celan’entraine pasquea = f =y =6 = 0.
(c,d, e, f) est une famille liée ce n’est pas une base de R*.

4.
a+p+y=0 L1 a+pf+y=0
_ a—pf—-2y=0 27 M) =28-3y=0
aa+ pb+yc+dd =0 © a+ﬁ+y—5=0®l‘3_l’1 5 =

a—B+8=0 La=Li\2p—y—5=0

a+y=0
-20-3y=0
6=0
—20—-y=0

En faisant la différence des lignes L, et L,, onay = 0, le reste s’en déduita = f = § = 0.
(a, b, c,d) est une famille libre dans un espace vectoriel de dimension 4, c’est une base de R*.
5. Une base de E « collée » a une base de F; est une base de R* donconaE @ F;, = R*.
Allez a : Exercice 25

Correction exercice 26.
1 1
u1+u2 = 3u3 @u:z) :§u1+§u2

Donc
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E =Vect(uy,uy, us, uy) = Vect (ul,uz,%ul + %uz,u4> = Vect(uq, uy, uy)
Est-ce que la famille (uy, u,, u,) est libre, il n’y a pas moyen d’en étre sur sauf en faisant le calcul
suivant :
Li(2a+B+y=0 Ly 20+ L +y=0
auq + fuy +yuz = Ops (:)LZ{a+2,8—y=0<:>2L2—L1{ 36—-3y=0
Lila—p -2y =0 Ly—L, \ =38—-y=0

s L 36—3y=0 =0
Ly + L, —4y =0 y=0
Cette famille est libre, c’est une sous-famille libre de (uq, u,, u3, u,) qui engendre E.
Allez a : Exercice 26

Ly {2a+ﬁ+y=0 {azO

Correction exercice 27.
1.
x = (X1, X2, X3, X4) x = (X2, X2, X4, X4)
x=(x1,x2,x3,x4)eE(:>{ X1 —%,=0 4:){ X1 = Xy
X3 —Xx4 =0 X3 = X4
x = (x5, X5, X4,%4) = x,(1,1,0,0) + x,(0,0,1,1)
On pose a = (1,1,0,0) et b = (0,0,1,1)
E = Vect(a, b) ce qui entraine que {a, b} est une famille génératrice de E, et d’autre part {a, b} est une
famille libre car ces vecteurs ne sont pas proportionnels, donc {a, b} est une base de E.
2. Soit ¢ = (1,0,0,0) ¢ E car les composantes de ¢ ne vérifient pas les équations caractérisant E.
{a, b} est libre dans E et c € E donc {a, b, c} est libre.
x = (xq1,x5,%3,%4) € Vect(a,b,c) © 3(a,B,y) € R3,x =aa + b +yc

X =a+ty
Xy =a
x=aa+ Bb+yc o (xq,x5,x3,%,) =a(1,1,0,0) + £(0,0,1,1) + y(1,0,0,0) z _p
X4 =P
Xx1=a+y
o Xy, =
x3=p
Xg4 — X3 = 0

Donc Vect(a, b,c) = {x = (x1, x5, x3,%x,) € R*, x, — x3 = 0}
Soitd = (0,0,0,1), d & Vect(a, b, c) car les composantes de d ne vérifient pas x; — x, = 0.
{a,b,c}estlibreetd & Vect(a, b, c) donc {a, b, c, d} est une famille libre, elle a 4 éléments, ¢’est une
base de R*.

Allez a : Exercice 27

Correction exercice 28.
1.

1 1
aPy + [Py +yP, =O@aE(X—1)(X—2)—,8X(X—2)+)/§X(X—1)=O

@%(XZ_:*X”)‘MXZ‘2X)+g(X2—X)=0@(%—ﬁ+g)xz+(—3—a+2ﬁ—g)x+a

2
( « 14 ( 14
—_— —:0 — —_=
j 2 F*3 | Ftg=0 {y=2,8 B=0
=0& 3a Y = Y Sjy=4<=43y=0
_2= _r_ 26—-Z=0
|m 5 +2h-3=0 | *t2F 3 a=0 \a=0
k a=0 a=20
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La famille (Py, P4, P,) est une famille libre de trois éléments dans un espace de dimension 3, c’est une
base de R,[X].

2. On cherche a, B ety (en fonction de a, b et c) tels que : aX? + bX + ¢ = aPy + fP; + VP,
En reprenant le calcul ci-dessus, il faut résoudre le systéme :

(04 a=c a=c
Ir s B+l=a If c Y I( Y c a=c
2 2 ——B+==a —-B+==a—= 14 c
e 262 b{:)4 e ° =1 e, 27072
-5t -5 = 3c Y 14 c 3 2
2 2 _— —_— = —_—= —_ =a+b+C
l a=c L 2+2ﬁ 2 b LZ'B 2 b+2 g
y e=c a=c
olz=a—zs+atb+cesly=4a+2b+c
2 2 —ath
p=a+b+c p=a+b+tc
3. Oncherche a, b et ¢ (en fonction de «, 5 et y) tels que : aX? + bX + ¢ = aPy + BP; + yP,
(4= g7
4 2 2
3a y
b=—-——+28—=
L 7 T3
Cc =

C’était déja fait.
4. 1l est préférable d’exprimer un tel polyndme dans la base (P, Py, P,), autrement dit on cherche a, § ety
tels que R = aP, + BP; + yP, Vvérifie R(0) = A, R(1) = BetR(2) =C.
Py(0) =1,P;(0) =0etP,(0) =0donca = A
Py(1) =0,P;(1) =1etP,(1) =0donc B =B
Py(2) =0,P;(2) =0etP,(2) =1doncy =C
IIn’y a qu’un polynéme R = APy + BP; + CP,
Ensuite, si on veut on peut exprimer R dans la base canonique (mais ce n’est pas demandé¢ dans
I’énoncé)

, A C\ ., 34 C
R = aX +bX+c=(E—B+E>X +(—7+2B—E)X+C

Allez a : Exercice 28

Correction exercice 29.
1. Le vecteur nul de R,[X] est le polyndme nul, en 1 ce polyndéme vaut 0, le vecteur nul de R,[X] est dans
E.
Soit P, € EetP, € E,donc P;(1) = 0etP,(1) = 0.
Pour tout A, et A, deux réels,
(AP +A,P)(1) = 1P (1) + 2,P,(1) =4, X0+ 4, X0=0
Donc A1P; + A,P, EE
E est un sous-espace vectoriel de E.
2. SoitP=aX?+bX+c€EE,
Pl =0®ax1’+bx1+c=0c=—-a—b
Donc
P=aX?+bX—a—-b=aX?—-1)+b(X—-1)
X? — 1 et X — 1 sont deux polyndmes non proportionnels, ils forment une famille libre qui engendre E,
c’est une base de E. dim(E) = 2.
Allez a : Exercice 29

Correction exercice 30.
1. Le polynéme nul © vérifie ®(—1) = ©(1) = 0,donc @ € E.
Soient P; et P, deux polyndmes de E et soient 1, et A, deux réels
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(A1Py + 23P5) (1) = 41P1(—1) + 4,P,(-1) =0
Car P;(—1) =0etP,(—1) =0,
(A1Py + 2;P5)(1) = 41P1 (1) + 4,P,(1) =0
CarP;(1) =0etP,(1) =0,
Donc A, P; + A,P, € E, ce qui montre que E est un sous-espace-vectoriel de R;[X]
2. —1et1sontracinesde P doncilexiste QtelqueP = (X — 1)(X + 1)Q = (X2 - 1)Q

Le degré de Q est 1, donc il existe deux réels a et b tels que

P=X?-1D@X+b)=aX(X?-1)+b(X?>-1)
(X(X? — 1), X% — 1) est une famille génératrice de E, ces polyndmes ne sont pas proportionnels, ils
forment dond une famille libre et donc une base de E.

Allez a : Exercice 30

Correction exercice 31.
Vx € R, a sin(x) + B sin(2x) + y sin(3x) = 0

Pour x = =,
3 ) P
/s /i1 a
asin(g) +Bsin(?) + ysin(m) =0 @E+E =0 p=—a

Vx € R, asin(x) — asin(2x) + ysin(3x) =0

Pour x = %
. (T . _(3m\ _

asm(z) — asin(m) +ysm(7) =0ey=a

Vx € R, a sin(x) — asin(2x) + asin(3x) =0
Pour x = 2?”

'(2”) '(4”)+ in(2m) = 0 & a2 ( 1) —0oa=0
a S1in 3 a Sin 3 a sinlz2m) = a 2 2 = a =

Donca=p=y=0
Cette famille est libre.
Allez a : Exercice 31

Correction exercice 32.
Premiere méthode
F € Vect(f, g, h) & il existe a, B ety tels que Vx € R,
F(x) = acos(x) + B cos(x) cos(2x) + y sin(x) sin(2x)
= a cos(x) + B cos(x) (1 — 2 cos?(x)) + 2y sin?(x) cos(x)
= a cos(x) + B cos(x) — 23 cos3(x) + 2y(1 — cos?(x)) cos(x)
= (a + B + 2y) cos(x) + (=28 — 2y) cos3(x)
Donc F € Vect(cos ,cos? )
Ce qui signifie que Vect(f, g, h) c Vect(cos ,cos® ), I'inclusion dans I’autre sens I’inclusion est
évidente donc
Vect(f,g,h) = Vect(cos ,cos3 )
Qui est évidemment un espace vectoriel de dimension 2.

Deuxiéme méthode

On cherche a savoir si la famille (f, g, h) est libre, si c’est le cas, il n’y a pas grand-chose a dire sur
Vect(f, g, h) sinon que c’est un espace de dimension 3.

Vx € R, a cos(x) + B cos(x) cos(2x) + y sin(x) sin(2x) = 0

acos(%)+,8cos(%)cos(g)+ysin(%)sin(g) =0 a+y=0

Pour x = =
4

Pourx =0
a cos(0) + B cos(0) cos(0) + ysin(0) sin(0)) = 0= a+ =0
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Doncy = —aetf = —a
Vx € R, a cos(x) — a cos(x) cos(2x) + a sin(x) sin(2x) = 0
Ensuite, on a beau chercher, pour toutes les valeurs de x particuliére, on trouve 0 = 0.
Vx € R, a cos(x) — a cos(x) cos(2x) + a sin(x) sin(2x) = 0
o Vx ER, a(cos(x) — cos(x) cos(2x) + sin(x) sin(2x)) = 0
o Vx ER, a(cos(x) (1 — cos(2x)) + sin(x) 2 cos(x) sin(x)) = 0
o Vx € R, a cos(x) (1 — cos(2x) + 2sin?(x)) =0
o Vx ER, 0=0
Car cos(2x) = 1 — 2 sin?(x)
La famille est donc liee, f et g ne sont pas proportionnelles donc la famille est libre et
Vect(f,g,h) = Vect(f,g)
Et dim(Vect(f,g, h)) = 2.
Remarque la famille (f, g) ne ressemble pas trop a la famille (cos , cos® ) mais dans un plan, je
rappelle qu’il y a une infinité de base.
Allez a : Exercice 32

Correction exercice 33.
Soit O la fonction nulle
O (x) + x0x(x) — x?0r(x) =04+ x X0 —x2x0=0
Donc 0y € E
Soient f et gdeux fonctions de E. On a pour tout x € R
') +xf'() —x*f(x)=0 et g"(x)+xg'(x) —x*g(x) =0
Pour tout réels A et u
(Af +19)" () + x(Af + ug)'(x) — x*(Af + ug)(x)
= Af" () + pg” (x) + x(Af (%) + g’ (%)) — x2(Af (%) + ug(x))
= A(f" () + xf'(x) = x2f () + u(g" (x) + xg' (x) — x*g(x)) = 0
Ce qui montre que Af + ug € E.
Par conséquent E est un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel des fonctions.
Allez a : Exercice 33

Correction exercice 34. (Hors programme)
1. PourS;
Démontrons d’abord que sip’ € Z, q' € N* etp’ et q' telsque p’ + ¢'vV2 =0 alorsp’ =q' =0
Onposed = PGCD(p',q"),p' =dpetq' =dq
p+q\/§=0=>2q2=p2=>{§:8

p+qV2 =0=p=—qV2 = 2¢% = p?
D’aprés le théoréme de Gauss, (Si p et g sont non nuls) p divise 2g2 et p est premier avec g2 donc p
divise 2.p € {-2,-1,1,2}
Sip = +1 alors p? = 1 et 2¢2 = 1 ce qui n’est pas possible.
Sip = +2alorsp? = 4 et 2g® = 4 g% = 2, ce qui N’est pas possible.
Donc p = 0 etq = 0, par conséquent p’ = q' = 0.
La seule solution de 2g? = p? est (p,q) = (0,0)
Soientr; = Z—i etr, = z—z deux rationnels non nuls. Donc p; # 0, p, # 0 (et biensur g, # 0 et q, # 0)

et rien n’empéche de prendre p; < 0 etp, > 0 (avec q; > 0 et g, > 0)
Montronsque 3 X 1+, XV2=0=>r=7r,=0
X147, XV2=0>piq, +pq:V2 =0
Onpose p’ = p1q, < 0etq' =p,q, >0,
Donc p’ + q'v/2 = 0 et d’aprés la premicére partie p’ = g’ = 0, ce qui est impossible sir; # 0 etr, # 0.
Donc r; = r, = 0 et la famille est libre.
Pour S,

nX1+rxV2+r;V3=0
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Avecr, = s T, = &etr;; =B
q1 qz q3
1 X 1+7 XV2+13V3 =09 p1g2q3 + p24193V2 + p3G1G2.V3 = 0
On pose a’ = p1q,q3, b' = p2q193 €t ¢’ = p3q1q;
a+bV2+cV3=0
Soitd = PGCD(a,b,c),a’ =da, b’ =dbetc' =dc
a+bV2+cV3=0

Ou a, b et ¢ sont trois entiers premiers entre eux.

a+b\/§+cx/§=O(:)a+b\/§=—cx/§=>(a+b\/§)2 =3c? = a? + 2b% + 2abV2 = 3¢?

= a? + 2b% — 3c? + 2abV2 = 0

On pose p = a? + 2b? — 3c? et ¢ = 2ab, d’aprés la question précédente : p = 0 et g = 0
Doncab = 0eta? +2b%2—3c3 =0
Sia=0,2b%—3c3=0 o 2b% = 3c?, d’apres le théoréme de Gauss, c divise 2b? et c est premier
avec b? (car 0, b et ¢ sont trois entiers premiers entre eux entraine b et ¢ sont premiers entre eux) donc ¢
divise 2, par conséquent ¢ € {—2,—1,1,2}, soit ¢? = 1 alors 2b? = 3 ce qui est impossible (le premier
terme est paire et le second est impair). Le seul cas possible est b = ¢ = 0, soit c? = 4alors 2b? = 3 X
4 & b? = 6 ce qui est impossible aussi puisque 6 n’est pas un carré, dans ce cas aussi la seule solution
estb=c=0.
Sib=0,a%—3c? =0« a? = 3c?, onraccourcit la démonstration, toujours avec Gauss, a divise 3
donc si a? = 1, 3c? = 1 est impossible et si a? = 9 alors c? = 3 ce qui est aussi impossible, bref, la
seule solutionest laencorea =c =0
Tout cela pour dire que a + bv2 + ¢v/3 = 0 entraine a = b = ¢ = 0. Par conséquenta’ = b’ = ¢’ = 0,
comme a’ = p1q293, b’ = p,q1q5 et ¢’ = p3q,1q, et que les g; sont non nuls, alors p; = p, = p; = 0 et
r, = 1, = r3 = 0, ce qui montre bien que S, est une famille Q-libre.

2.
ry 4oty = 0 & %(3 +5,2 +35) +Z—2(4,7\/§ —9) = (0,0)
1 2
o p1q2(3 +V5) + pq: (2 +3V5) = 0 o a(3++5)+b(2+3V5) =0
p1q2(2+3V5) +p,q;(V5-9) =0  (a(2+3V5)+b(¥V5-9) =0
Sionpose a =p.q, etb = p,q;
{3a+2b+(a+3b)\/§=0
T'lul + Tzuz = 0 (=4
2a—9b + (3a+b)V5 =0
Comme dans ’exercice précédent on montre que (1,/5) est une famille Q-libre (c’est trop long, je suis
tres fatigué).

_ 3a+2b=0 3a+2b=0 —9b+2b=0 b=0
Donc3a+2b+(a+3b)\/§—0@{a+3b=0 c»{ i @{ S (:){azo
a(2 + 3V5) + b(V5 — 9) = 0 est vérifié poura = b = 0
Donc P192 = 0 etpqu = 0, comme q1 # 0 et q» * O, on ap1 =p = 0 et dOﬂC rn=rn= 0.

La famille (uq, u,) est Q-libre.
4u; — (3+V5)u, = 4(3 +5,2 +3V5) — (3 +V5)(4,7V5 - 9)
= (04(2 +3v5) - (3 + V5)(7V5 - 9))
= (0,8 + 125 — (215 — 27 + 35 — 9V5)) = (08 + 27 — 35 + (12 — 21 — 9)V5)
= (0,0)
Il existe une relation entre ces deux vecteurs donc la famille est R-liée.
3.

a. Pourtout a et S réels
_ .. N al—-i)+28=0
avy + v, =0=>a(l—1i,i) + L(2, 1+l)_(0’0):>{ai+ﬁ(—1+i)=0
${a+23—ai=0 {a+2[3=Oet —a=0 {a=0

—B+(@+BR)i=0"1-B=0ect (@a+B) =0 1B=0
(vq1,v,) est R-libre
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2v;— (1 —-Dv, =210 —-i,)— (A -2, —-1+10)
=(20-D)-1A-)x22i—1=i)(=1+10)=(02i—2i) = (0,0)
Il existe une relation entre ces deux vecteurs donc la famille est C-liée.
b. Pourtout a, B, y et § réels

a(1,0) + B0, 0) + y(0,1) + 8(0,0) = (0,0) = (a + i, y + i6) = (0,0) = {
a==0
=z {y =6=0
La famille S est libre. Si on sait que la dimension de C2? sur R est 4, ¢’est fini, parce qu’une famille
libre & 4 vecteurs dans un espace vectoriel de dimension 4 est une base. Sinon il est clair que pour
tout vecteur (a + iB,y + i8) de C?,
(a+if,y+i6) = a(1,0) + B(i,0) +y(0,1) + 6(0, 1)
La famille S est génératrice, donc c’est une base.
vy =00-141)=(1,0)—(0)+(0,i)
v, =(02,-1+1i)=(2,0)—-(0,1) + (0,0)

a+if=0
y+i6=0

Allez a : Exercice 34
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