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I. 1. Suites numériques )
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Dans la suite K désigne le corps des nombres réels R ou le corps des
nombres complexes C.

Rappel

@ Pour tout nombre complexe z = a+ ib € C, il existe un unique couple
(p,0) € Rt x [0,2n] tel que z = pe®. On a

|z| = p=+/a?+ b2, a=pcos(d), b= psin(h).

@ Si x est réel alors la valeur absolue |x| coincide avec le module de x.

v
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Un suite numérique réelle est une suite de nombres réels
uO) PEEY s l]n7 DY
et une suite numérique complexe est une suite de nombres complexes

uO)"'qu‘H”'

Formellement, c'est une application

u- N — K,
| n— up,

ou K =R ou K= C, selon on considere les suites réelles ou complexes.

@ On note par (u,)nen ou (uy,) la suite.

@ On appelle uy, le terme général de la suite (up).
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Une suite peut étre définie de multiples facons :
@ en donnant explicitement le terme général u, en fonction de n :
exemples : u, = % up=(1+1)", ..
@ par récurrence :
exemples : upy1 = Up+3, Upr1 = VUp +2, Upio = Ups1+ 3up, ...
@ par d’autres moyens plus ou moins théoriques ou pratiques :

exemples : u, est la n-ieme décimale de 7, u, est la population
mondiale en I'année n, ...
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Remarque

L'espace des suites de K est un K-espace vectoriel pour les opérations :

(Un)neN + (Vn)neN = (Un + Vn)neNa )‘(Un)neN = ()\Un)neN-
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Convergence

Définition 2
Soit r > 0 et a € K. On appelle disque de rayon r et de centre a dans K,
I'ensemble

Di(a) ={xeK, |x—a| <r}.

0 SiK=C, z=x+1Iy, zg = xp + iyp, alors

Di(20) = {z € C,lz = 20| = y/(x = %o+ (y = o) < r}

ce qui représente dans le plan un disque de rayon r et de centre
(x0, Y0)-
e Si K =R, alors D,(a) est l'intervalle [a — r,a+ r].
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Convergence

Définition 3

Soit a € K. Un sous-ensemble V C K est appelé un voisinage de a s'il
existe r > 0 tel que D,(a) C V.
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Convergence

Définition 4

Soient (u,) une suite de K et a € K. On dit que a est la limite de (up) et
on note limp_ o0 Up = a si pour tout r > 0, il existe N, € N tel que pour
tout n > N,, on ait u, € D,(a).

| N\

Définition équivalente

On dit que a est la limite de (u,) et on note lim,_, y~ u, = a si pour tout
voisinage V de a, il existe Ny € N tel que pour tout n > Ny, on ait
up, € V.
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Convergence

On dit que (uy,) est convergente s'il existe a € K tel que lim,— 4+ U, = a.
Une suite qui n'est pas convergente est dite divergente.

° u,,:;,n>1 limp— 400 tp = 0.

e u, = m, ||m,,_H_OO up, = 1.

oun:n+1+/ I|m,,_>+oou,,—1+2/

o u,=2z"z¢ (C, avec 0 < |z| < 1, limp, 400 2" = 0.
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Soit (up) une suite réelle.

@ On dit que (u,) tend vers +oo et on écrit im0 Up = 00, si
YM > 0,3Npy € N,Vn (n > Ny = u, > M).
@ On dit que (u,) tend vers —oo et on écrit im0 Up = —00, si

VM < 0,3Npy € N,Vn (n > Ny = u, < M).

v
Exemples

® up,=n, limp 4o up, = +o00.

@ u, = —Inn, lim, u, = —00.
—+00

\
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Remarque

Si (up) est une suite complexe, lim,_ oo Up = 400 ou limpy_ 400 Up = —00
n'a pas de sens.
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Proposition 1

Soit (z,) une suite de nombres complexes. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

© (z,) est convergente,

@ les suites réelles (Re(z,)) et (Im(z,)) sont convergentes.
De plus limp_+o0 2zo = a + ib si et seulement si lim,_,~ Re(z,) = a et
limp— 400 IM(2,) = b.

Mathématiques 3, 2015 Chapitre 2 : Suites et séries numériques et de



Opération sur les limites

Soient (up) et (v,) deux suites convergentes de K, de limites respectives
{1 et £». Alors :
pour tout A € K, la suite (Auy,) est convergente de limite \/q,

la suite (up + v,) est convergente de limite 1 + /5,

la suite (upv,) est convergente de limite ¢145,
si £ # 0, alors v, # 0 pour n assez grand et u,/v, est convergente
de limite ¢1 /4.
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Comparaison des suites réelles

Proposition 3

Soient (u,) et (v,) deux suites réelles telles que u, < v, pour n assez
grand. Si (up) et (v,) sont convergentes de limites respectives ¢ et ¢,
alors 41 < /5.

Théoreme des gendarmes

Soient (a,), (by) et (uy) trois suites réelles telles que

an < u, < b, pour n assez grand,
(an) et (b,) convergent vers une méme limite /.

Alors (up) est convergente de limite £.
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Proposition 4
Si (up) est une suite convergente de limite ¢ alors la suite (|up|) est
convergente de limite |/|.

Preuve. Conséquence de la propriété

[un| = 1€]] < |un = £].

Si (up) est une suite complexe alors |u,| est le module de u, et si (u,) est
réelle alors |up| est la valeur absolue de up,.
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Suites arithmétiques, géométriques

Suites arithmétiques

Soit a, r € K. La suite arithmétique de premier terme a et de raison r est
la suite définie par récurrence par :

up = a,
Upt1 = Up + 1.

up, = a—+ nr, pour tout n € N,

Propriétés :

k=n
duk=uwt+um At Fup=(n+1l)a+r
k=0

n(n+1)
s

(un) converge < r =0 < (up) est constante
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Suites arithmétiques, géométriques

Suites géométriques
Soit a, r € K. La suite géométrique de premier terme a et de raison r est
la suite définie par récurrence par :

up = a,
Up+1 = rup.

u, = ar”, pour tout n € N,

Propriétés :

k=n 1_rn+1 .
a sir#1
U, =ug+u +---+u, = 1—r . ’
kzzok o ! {a(n+1)5|r:1.

(un) converge <0< |rf<lour=1.
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Définition 6
Une suite (up), réelle ou complexe, est dite bornée si

M eR, VneN, |up| < M.

Définition 7

Une suite réelle (up) est dite majorée si

| A\

IMeR, YneN, u, < M,

et minorée si
dmeR, Vne N, m < up.

| N\

Propriété
Une suite réelle est bornée si et seulement si elle est majorée et
minorée. []
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Théoreme 1

Toute suite (réelle ou complexe) convergente est bornée.
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Suites monotones

On dit qu'une suite réelle (u,) est croissante si

Vn € N7 Un+1 > Up,

décroissante si
VneN, upy1 < up

et monotone si elle est croissante ou décroissante.

Théoréme 2

| A\

@ Une suite réelle croissante est convergente si et seulement si elle est
majorée.

@ Une suite réelle décroissante est convergente si et seulement si elle est
minorée.

v
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I. 2. Séries numériques )
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Soit (u,) une suite réelle ou complexe. On s'intéresse a la somme du
nombre infini de termes

up+ur+ e Uyt
dont on voudrait donner un sens et voir si elle est finie ou non.
Informellement, c’est ce qu'on appelle une série.
L'idée est de considérer la suite (S,) définie par
Sp=up+ur 4+ up
et d'étudier sa convergence. Si (S,) est convergente de limite ¢, alors
u+u+--Fu =4

et on écrit
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Définition 1
Soit (up) une suite réelle ou complexe. On appelle série de terme général
up et on note Z up, la suite (S,,) définie par

n
Sn:Zuk:uo—i-ul—i--"—i-un, n e N.
k=1

@ On appelle S, la la somme partielle d’ordre n de la série E Up.

e On dit que la série Z up converge (resp. diverge) si la suite (S,)
converge (resp. diverge).
—+00
@ Si la série converge, lim,_ 1o S, est notée Z up et est appelée la
n=0
somme de la série Z Up.
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Exemple : séries géométriques
Soient z € C et soit Y _ u, la série de terme général u, = z", qu'on appelle
série géométrique de raison z. La suite (u,) est une suite géométrique de
raison z et on a

1— Zn—I—l

siz#1, Sp=14+z+22+---+2"= T

siz=1, S, =n+1.

La série Z up, converge si et seulement si 0 < |z| < 1.

+00
: n 1
Si elle converge, on a E z" = .
11—~z
n=0
v
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Exemple : série harmonique

La série > up, de terme général u, = % est appelée la série harmonique.
On a

11 1
S =1 = h =
n=l+stgtt
1 1 1 _ n 1

_ = — > =

20 = n ntl na2 T2 o, T2

et donc la série harmonique Z% est divergente.
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Exemple : séries de Riemann

On appelle série de Riemann une série de la forme > n% ol o > 0.

La série de Riemann > nla converge si et seulement si o > 1.
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Proposition 1
Une série complexe de terme général u, est convergente si et seulement si
les deux séries réelles de terme général respectif Re(u,) et Im(u,) sont

convergentes.
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Opérations sur les séries

Soient > up et > v, deux séries convergentes et soit A € R. Alors les
séries Y Aup et Y (un + vp) sont convergentes et

[e%¢) +oo
> =AY,
n=0 n=0

+o0
Zun—i—v,, Zun+2vn
n=0
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Théoreme 1 (Condition nécessaire de convergence)

Si la série E u, converge, alors lim,_, o u, = 0.

Preuve. On a, pour n>1,
up = 55— Sn-1
et donc comme ) up, est convergente, lim,_ 400 Sy, = £ et

im u,= lim S,—S5,_.1=¢—/=0.

n—-+o00 n—-+o00

Définition 2

On dit d'une série > u,, qu'elle est grossierement divergente si
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Remarques

@ Pour prouver la divergence de certaines séries, en montre que le terme
général u, ne tend pas vers 0.
Exemple : la série de terme général In n est divergente car
limp_100Inn 0.
@ La réciproque est fausse en général.
Exemple : la série harmonique >_ 1 est divergente alors que 1 tend
' n g n
vers 0.

Mathématiques 3, 2015 Chapitre 2 : Suites et séries numériques et de



Convergence absolue

Définition 3
On dit de la série Y u, qu’elle est absolument convergente si la série
> |up| est convergente.

| .

Théoreéme 2
Une série absolument convergente est convergente et

+o0o +oo
> un| < Jul.
n=0 n=0

A,
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Convergence absolue

: . i s (=T »
Soit > up, la série de terme général ( n2) . Ona|up| = 1/n? et la série
o 1 est une série de Riemann convergente. Par conséquent, la série

Z ( " est absolument convergente et donc convergente.

Définition 4

Lorsqu'une série est convergente mais pas absolument convergente, on dit
qu'elle est semi-convergente.
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Séries a termes positifs

Soit Y up une série réelle de terme général u,. On dit que la série est a
termes positifs si u, > 0 pour n assez grand.

Si > up est une série a termes positifs, alors la suite (S5,) est croissante (a
partir d'un certain rang)

Sn—&—l —Sp=uUpy1 >0

et donc pour prouver que la série > up, est convergente, il suffit de
montrer que la suite (S,) est majorée.

Si )" un est une série quelconque (réelle ou complexe), la série > |u,| est
une série a termes positifs et donc la convergence de cette derniére
implique la convergence de la série initiale > u, (convergence absolue).
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Séries a termes positifs : comparaison

Proposion3

Soient > up et > v, deux séries a termes positifs. On suppose que
u, < v,, pour n assez grand.

@ Si Y uy, est divergente alors )" v, est divergente.

@ Si ) v, est convergente alors > u,, est convergente et

+oo +oo
>unsY w
n=0 n=0
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@ Ona
0<]cosn|< 1
- n2 T n?

et les deux séries ‘CZZ"‘ et > 5 sont a termes positifs.

La série de Riemann ) L est convergente et donc la série ) |°i’7—§"‘
est convergente.

En particulier, la série ) | <>5" est convergente puisqu'elle est
absolument convergente.

@ On a

0<-<

S|

1
Inn
et les deux séries 3" % et >~ L sont & termes positifs.

o . 1 . o 1
La série harmonique ) - est divergente et donc la série ) = est

divergente.
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Séries a termes positifs : comparaison

Rappel : équivalence

Soient (up) et (v,) deus suites. On dit qu’elles sont équivalentes a l'infini
et on écrit u, ~1o0 Vpn, S'il existe une suite €, telle que pour n assez grand
up = vp(l + €p) avec lim, o0 €, = 0.

Si v, # 0 pour n assez grand,

Up ~ioo Vp Si et seulement si lim  wup/v, = 1.
n—-+400

Théoréme 3

Soient Y u, et > v, deux séries a termes positifs. Si u, ~4 Vv, alors les
séries > up et > v, sont de méme nature (toutes les deux convergentes
ou toutes les deux divergentes).

| A\

\
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Exemple
On a

1 1
In(1+27) ~+oo 5

et les deux séries " In(1 + 2-) et 3 5~ sont 3 termes positifs.

Comme la série > 2—1,, est un série géométrique convergente, on déduit que
la série > In(1 + 3-) est convergente.
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Séries a termes positifs : comparaison

Rappel : négligeabilité

Soient (u,) et (v,) deux suites. On dit (up) est négligeable devant (v,) a
I'infini et on écrit u, = o(v,),s'il existe une suite ¢, telle que pour n assez
grand u, = vpe, avec limps 400 €, = 0.

Si v, # 0 pour n assez grand,

up = o(v,) si et seulement si  lim wu,/v, = 0.
n—-+4o00

Théoreme 4

Soient > up et Y v, deux séries a termes positifs telles que u, = o(v,).
@ Si la série > v, est convergente, alors la série Y u, est convergente.

o Si la série > up, est divergente, alors la série > v, est divergente.
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Séries a termes positifs : comparaison

Exemple
On a

G . n?

lim = |lim —=0
n——+o00 l/n2 n—+oo en

et la série > 2 est une série (de Riemann) a termes positifs
convergente.

Donc la série Y e~ " est convergente.
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Séries a termes positifs : comparaison

Théoreme 5

Soit f : [0, +00[— R une fonction décroissante, positive et intégrable sur
tout intervalle borné [0, a] ou a > 0 (par exemple si f est continue).

Posons ;
i =/ f(x) dx.
0

Alors la série de terme général u, = f(n) est convergente si et seulement
si lim,_, 4o I est finie.
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Séries a termes positifs : comparaison

Exemple : séries de Riemann

Appliquons ce théoréme pour montrer que la série de Riemann ) n% est
convergente si et seulement si o > 1.

La série >° L peut se réécrire sous la forme Z 1+n)a' On considére

I'application x > T qui satisfait les conditions du théoreme. On a

1+X)°‘

/n . dx = (1+'Pi;_a_1 sia#1,
o (14 x) In(l+n) sia=1.
On en déduit

. n 1 +o0o sia<l,
lim — dx = 1 .
n—+o0 Jo (14 x) — sia>1.
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Séries a termes positifs : regle de D'Alembert

Théoreme (Regle de D'Alembert)

Soit > up, une série a termes positifs avec u, > 0 pour n assez grand.
Supposons que

. Un+y1
lim +
n—+0o Up

=/ eR.

@ Si ¢ < 1, alors la série > u, est convergente.

@ Si ¢ >1, alors la série ) uj, est divergente (grossierement).
@ Si /=1, on ne peut pas conclure.

Si £ =1, on ne peut pas conclure, ce qui revient a dire qu'il existe des

séries avec ¢ = 1 et qui sont convergentes et qu'il existe des séries avec
¢ =1 et qui sont divergentes.
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Séries a termes positifs : regle de D'Alembert

] Zs 42 n:
Soit )" uy la série de terme général u, = —. On a
nn

. 1)! 1)1 1)n"
i Ul (n+ 1Y/ (n+1)"" im (n+1)n

n—+oco U, n—+o0 n!/n" n—+oo (n 4 1)nt+1

= i
n—|>Too( n+1

) =1/e<1

o |
et donc la série ) & converge.
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Séries a termes positifs : regle de Cauchy

Théoreme (Regle de Cauchy)

Soit Y up une série a termes positifs. Supposons que

lim u,=/¢€R.

n—-+o00

e Si ¢ < 1, alors la série Y up est convergente.

@ Si ¢ > 1, alors la série ) u, est divergente (grossierement).

@ Si ¢/ =1, on ne peut pas conclure.
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Séries a termes positifs : regle de Cauchy

Preuve.

@ Supposons ¢ < 1. Alors il existe un € > 0 tel que £ < £+ ¢ < 1. Pour
n assez grand

—€ < Y/u, — <€, etdonc u, < (£ +¢)".

Comme la série de terme général (¢ + €)" est convergente, on conclut
par comparaison que la série > u, est convergente.

@ Supposons ¢ > 1. Alors il existe un € > 0 tel que 1 +¢ < ¢. Pour n
assez grand

—e < Yu, — £ <€, etdonc (£ —¢€)" < u,.

Comme £ — e >1, on a limp_4o0(f — €)" = 400 et par comparaison
limp—s 100 Up = +00 et donc la série ) u, est (grossierement)
divergente. O
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Séries a termes positifs : regle de Cauchy

La regle de Cauchy est bien adaptée a I'étude des séries dont le terme
général contient des puissances.

Exemple

n 2

Soit Y up la série de terme général u, = (n n 1)” . Ona
of(— ) = T yn=1/e<1
n—I>Too (n—i—l) n—|>Too(n+l) Jo<

o 2
et donc la série ) (7)™ converge.
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Séries alternées

Définition 5
Une série dont le terme général s'écrit, pour n assez grand, sous la forme
up = (—1)"v, avec v, > 0, s'appelle une série alternée.

| A\

Exemple

o o & — n
La série harmonique alternée )’ %

Exercice

| A\

Montrer qu'une série ) u, est alternée si et seulement si pour n assez
grand u, = (—=1)"|up|.
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Séries alternées

Théoreme (Regle des séries alternées)

Soit Y (—1)"v, une série alternée (v, > 0). Supposons que
@ la suite (v,) est décroissante,
o limp— vy, =0.

Alors

o la série > (—1)"v, est convergente,

@ soit S la somme de la série et posons

+oo

Rh=5—5,= Z Uk = Upy1 + Upyo + - -
k=n+1

appelé le reste d'ordre n de la série. Alors R, a le signe de up41 et

|Rn| < |upyal.
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Séries alternées

(e : . —1)"
La série harmonique alternée ) % est convergente.
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