Chapitre 2 : Suites et séries numériques et de fonctions

Mathématiques 3, 2015

Mathématiques 3, 2015 Chapitre 2 : Suites et séries numériques et de



[1I. Séries entiéres (suite) J
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Un exemple d'application

Considérons I'équation différentielle
(E) y'—y=0.
On connait I'ensemble des solutions
y(x) = Cexp(x), ou C € R.

On va retrouver I'ensemble des solutions en utilisant les séries entiéres.
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Un exemple d'application

Soit y une solution de (E) et supposons que y est la somme d'une série
entiere

de rayon de convergence R > 0.
Par ce qui précede, pour tout x €] — R, R[, on a

+oo
y'(x) = Z napx™ L.
n=1
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Un exemple d'application

En remplagant dans (E)

400
y'(x) —y(x) = Z napx""t — Z anx".
n=0

Une réindexation nous donne

+o0
Z napx"" Z(n + 1)ayx"
n=1 n’'=0

et comme n’ est une "variable muette”

+o0 +oo
Z(n’ + Day1x" = Z(n + 1)apy1x".
n’=0 n=0
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Un exemple d'application

On obtient donc

+oo +oo
V() =y(x) =Y nanx"t =Y anx”
n=1 n=0

400 —+00
= g (n+ 1)apt1x™ — g anx"
n=0 n=0

+oo

= Z((” +1)apt1 — an)x" =0,

n=0
et on déduit
(n+1)ap+1 — an =0, pour tout n € N.
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Un exemple d'application

Et donc la formule de récurrence

an—1
a, = ——, pour tout n € N*.
n
Par récurrence sur n,
a0
an = —
n!
et donc
+o0 20 +oo 1
n n
y(x) = g X =2 E X = exp(x).
n=0 n=0 '
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Développement d’'une fonction en série entiere

Soient > a,x" une série entiere de rayon de convergence R > 0, ou (an)
est réelle, et S sa somme

S:1=]-R,R[-R, S(x Zanx

Nous avons vu que S est indéfiniment dérivable (de classe C*°) sur /. De
plus

5(0) = 4o, 5’(0) = al, 5”(0) = 232,
P0)=> n(n—1)(n—2) - (n—p+1)a,0" P = pla,

nzp

et donc, on peut exprimer a, en fonction de S("(0)

s(m(0)

an =
n!
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Développement d’'une fonction en série entiere

Définition 1
Soit / C R un intervalle contenant 0 et f : | — R une application.

On dit que f est développable en série entiere autour de 0, s'il existe une
série entiere Y a,x", ou (a,) est réelle, de rayon de convergence R non
nul et r €]0, R[ vérifiant

(1) [=rrC1,  (2) Vxe]—rr], f(x Zanx

La série entiere > a,x" est appelée le développement en série entiére de f
autour de 0.

Définition 2
On dit que f : | — R est développable en série entiere autour de xg si la
fonction x — f(x — xp) est développable en série entiere autour de 0.

\
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Développement d’'une fonction en série entiere

Conséquence

Si f est développable en série entiere autour de 0, alors f est de classe C*°

sur un voisinage de 0 et
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Développement d’'une fonction en série entiere

Conséquence

De méme, si f est développable en série entiére autour de xg, alors f est
de classe C*° sur un voisinage de xp et
(") (x0)
ap=——-".
n!
Et donc, sur un voisinage de xp,
o
F(7)(xo0) -
) =3 — 2 x—x0)
n=0
o
En particulier le développement en série entiere est unique. J
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Développement d’'une fonction en série entiere

Remarque

Toute fonction développable en série entiere autour de 0 est de classe C*°
sur un voisinage de 0. Mais la réciproque est fausse. |l existe des fonctions
de classe C*° sur un voisinage de 0 qui ne sont pas développables en série
entiere autour de 0.

Exemple : I'application f définie sur R par

- exp(;—}) si x # 0,
ed) — { 0 si x =0.

est de classe C* sur R, en particulier autour de 0, et pour laquelle la
somme de la série

> fn) ,
3 0,

n!
n=0

est la fonction nulle.
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Développement d’'une fonction en série entiere

Définition 3
Soient f : | — R une application de classe C°, ol / est un intervalle qui
est un voisinage de xp. On appelle série de Taylor-Maclaurin de f autour

de xg, la série
F(M(xo n
Z %(X —xp)".

Remarque

| N\

La série de Taylor-Maclaurin n’est pas forcément convergente. Comme
signalé plus haut, il peut arriver que sa somme ne coincide pas avec f.

N,

Mathématiques 3, 2015 Chapitre 2 : Suites et séries numériques et de



Développement d’'une fonction en série entiere

Proposition 1 (Condition suffisante)

Soient f : | — R une application de classe C*°, ou [ est un intervalle qui
est un voisinage de Xp.

Supposons que f est de classe C* sur | et qu'il existe une constante M

telle que
VneN,Vx e I, [f("(x)| < M.

Alors f est développable en série entiere autour de xp et donc sur un
voisinage de xp, on a

< £(n)(x
F) =3 0 sy,

n!
n=0
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Développement d’'une fonction en série entiere

Preuve. Soit € > 0 avec J = [xg — €, xp + €] C /. On applique la formule
de Taylor-Lagrange a f entre xg et x € J a I'ordre m. Donc il existe
cm € [0, x] tel que

_ 5 () o F D (cm) m
f(x) = ;)n!o(X—Xo) —i—m(x—xo) .
D'ou n=m ()
— ") (x n M
F(x) — Z n(!o)(x—xo) | < me

n=0
Comme le dernier terme tend vers 0 quand m tend vers +o00, on déduit
- £(n) . ,
que la série > %(x — xp)" converge uniformément vers f sur J. On
vérifie bien que la convergence est normale et donc absolue et par

conséquent le rayon de convergence > e.
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Développement d’'une fonction en série entiere

Exemple 1

Considérons la fonction exponentielle f(x) = exp(x). Soient xg € R et
€>0.0na

F(N(x) = exp(x), " (x) < exp(xo + €) pour tout x € [xg — €, xo + €.

Donc f est développable en série entiére autour de xg et

exp(x) = Z %(!XO)(X —xp)".
n>0
En variant €, on déduit que pour tout x € R

exp(x) = Z %(!XO)(X —xp)".

n>0
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Développement d’'une fonction en série entiere

Exemple 2
Soit f la fonction définie sur / =] — 1, 1] par

f(x) = In(1+ x).

Alors f est de classe C* sur [ et

1
fl(x) =
) =15
On a pour tout x € /,
—+00
1 1
= = —lnn'
1+x 1—(-x) nz::o( )"
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Développement d’'une fonction en série entiere

Exemple 2

Par intégration, on obtient

/Otlixdx::z;/ot(— dx—Z( 1)"

Donc pour tout x € /,

+00 n
In(1+ x) = Z(—l)"—lx7
n=1

ce qui est le développement en série entiere de In(1 + x) autour de 0.
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Exemple d'applications aux équations différentielles

Considérons I'équation différentielle
(E) xy' +y = 4cos(v/x).

Supposons que (E) admet une solution y développable en série entiére
> apx", autour de 0, de rayon de convergence R > 0. On a alors sur
] - R’ R[y

+oo
y'(x) = Z na,x"1
n=1

et en replacant dans (E)

+oo +oo +o0 +o0o
xy'(x) + y(x) = x Z napx"t 4+ Z apx" = Z napx" + Z apx"
n=1 n=0 n=1 n=0
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Exemple d'applications aux équations différentielles

+o0o
= Z(n —+ l)aan.
n=0

“+o00

4 cos(v/x) = Z

n=

4(—1)"
@2n)

n

+oo n
S (n+ 1)an— 20 g

n=0 ( n)l

et par unicité d'un développement en série entiere, on déduit que y est
solution de (E) si et seulement si
4(=1)"

dpn = m pour tout n € N.
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Exemple d'applications aux équations différentielles

Donc la solution recherchée est

N MY
y(x) _n; (n+1)2n)"

En utilisant la regle de D'Alembert, on montre que le rayon de
convergence est R = 400 et donc la solution obtenue est définie sur R.
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