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[1l. 1. Définitions, propriétés )
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On appelle matrice a n lignes et m colonnes, a coefficients dans K, un
tableau de la forme

a1 a2 - dim
dp1 d22 -+ dm
anl an2 ' dnm

ol ajj sont des scalaires (des éléments de K).
On note

M = (ajj)i<i<ni<j<ms

ajj est le coefficient : intersection de la i®M€ ligne et de la j¢M€ colonne.
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1 3 2 i 3 1
A= 1 5 7 |; B= 25 1+i |; C= 2
13 10 8 21 11 6

A est une matrice a coefficients dans R (mais dans C aussi); B est une
matrice a coefficients dans C.
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Définition 1
On dit que M est une matrice
@ colonne si elle a une seule colonne (m = 1).

@ ligne si elle a une seule ligne (n = 1).

@ carrée si elle a le méme nombre de lignes que de colonnes (n = m).

| A

Exemples
1 3 2 1
A=| 1 5 7 |;B=(i 35),C=12
13 10 8 6

A est une matrice carrée
B est une matrice ligne
C est une matrice colonne

.
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Remarques & notations

@ Une matrice a n lignes et m colonnes est aussi appelée matrcie de
type (n, m) ou encore matrice n X m.

@ On note M, ,,(K) I'ensemble des matrices n x m.

@ On note M, (KK) I'ensemble des matrices carrées n x n.
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Remarques & notations

@ La matrice identité I, € M,(K) est la matrice carrée dont tous les
coefficients diagonaux valent 1 et les autres coefficients valent 0.
Exemple :

O O O
o O = O
o = O O
= O O O

e La matrice nulle Op m € M m(K) est la matrice dont tous les
coefficients sont nuls.
Exemple :
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I1l. 2. Opérations sur les matrices )
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Définition 2

Soient A, B € M, m(K), A= (ajj)i<i<ni<j<m B = (bj)i<i<mi<j<m

a1l ar - aim biin b2 - bim

ax ax - am by by -+ by
A= . . . ; B= .

dnl an2 - dnm bpi b2 -+ bpm

On définit la somme A+ B, une matrice de M, ,(K), par

A+B= (afj + blj)lﬁiﬁn;lgjgm

ain+bin a2+ b2 - aim+ bim

a1 +bo1 ax+bn - aym+ bm
A+ B = . . .

an1 + bnl an2 + bn2 te anm + bnm
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(1) o=(3 )

(145 246 _ 8
A+B‘(3+7 4-|-8)_(10 12)
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Remarque

On ne somme que des matrices de méme type
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Soient A € M, m(K), A= (aj)i<i<nmi<j<m et A € K,

a1 d12 - dim

az1 a2 - am
A=

dnl an2 - dnm

On définit la matrice A\A, une matrice de M, ,(K), par

A = (Aajj)1<i<nmi<j<m

/\311 )\312 0oo )\alm

Aa1 Aaxn -0 Aam
ANA =

Aapt Aapp -+ Aapm
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Proposition 1
L'ensemble M, ,(K) muni de I'addition des matrices (A, B) — A+ B et
de la multiplication par des scalaires (A, A) — AA est un K-espace

vectoriel de dimension finie nm.
Le vecteur nul de cet espace est la matrice nulle Oy .
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Exemple & exercice
Dans M>(K) on considere la famille B = (A1, Az, A3, Ag)

10 0 1 0 0 0 0
w=(o0)a=(00)ia=(T0)ia=(51),

Montrer que B est une base de My(K).
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Définition 4 (Produit de deux matrices)

Soient A = (a,'j)lg,'gn,lgjgp une matrice n X p et B = (bij)lgigp,lgjgm
une matrice p x m.

Le produit de A et B est la matrice n x m, notée A - B, dont les
coefficients c;; sont définis par : ¢ est le produit scalaire de la jeme ligne

de A par la /M€ colonne de B
Cij = ( ajp aip - ap ) : = aj1byj + aioboj + - -+ + ajpby;j
bp;
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(1 2 3)| 2 |=@0x1+2x2+3x3)=(14).
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0 2

1 2
1 2 1x0+2x1 1x24+2x%x2 2 6
3 4 3x0+4x1 3x2+4x2 =1 4 14
5 6 5x04+6x1 5x2+4+6x2 6 22
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Remarques

(1) Pour que le produit de A par B ait un sens if faut que le nombre de
colonnes de A soit le méme que le nombre de lignes de B.

(2) Le produit d'une matrice de type (n, p) par une matrice de type (p, m)
est une matrice de type (n, m).
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Remarques
(1) On a

(s0)(00)=(as)
(50)(a0)=(35)

Ce qui prouve qu'en général A- B # B-Aet A- B= O n'implique pas

forcément A= O ou B =0 (O désigne la matrice nulle).
(2) Pour tout A € M,(K) on a (exercice)

Al,=1,-A=A

Mathématiques 3, 2015 Chapitre 1: Algebre Linéaire



Propoiétés
Les propriétés suivantes sont vraies sous hypothése que les produits
considérés ont un sens :

e (A-B)-C=A-(B-C);

e (A+B)-C=A-C+B-C;
e A-(B+C)=A-B+A-C;

o A(A-B)=(\A)-B=A-(\B).
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Notations & conventions
Pour tout A € M,(K)

A=, ALl=A A"=A-A---A.
——

n fois
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[1. 3. Matrice de passage )
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Définition 5
Soit E un K-e.v de dimension finie n et soit B; = (éj,. .., €,) une base de
E. Soit & € E dont les composantes dans la base B sont (A1,...,Ap).
(Donc 7= A1€1 + -+ + A\nép).

On appelle matrice des composantes du vecteur & dans la base B, la
matrice colonne

A1

On écrit
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Définition 5 (suite)

Plus généralement, soit (i1, ..., Upy) une famille de vecteurs de E.

On appelle matrice des composantes de la famille (i1, . .., dy,) dans la
base 3, la matrice n x m dont les colonnes sont Mp(i1), ..., Mg(dn).
Elle est notée Mp(dfi, ..., Un).
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Soit B = (€i,...,€p) la base canonique de R". Alors

Mg(&L, ... &) = In.
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Définition 6
Soit E un K-e.v de dimension finie n. Soient By = (éj,...,€&,) et

-

By = (f;, ..., f,) deux bases de E.

On appelle matrice de passage de la base B; a la base B5, la matrice
carrée n x n, Mg, (f1,..., ).

Donc c'est la matrice dont la jM€ colonne est formée des composantes de
f; dans la base B;.

C'est donc la matrice carrée n x n, A = (ajj)1<i<n,1<j<n tel que pour tout
Jje{l,....n}

-

fi = ajé + - - - + apjé,.

Elle est notée Ppg, 5,.
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Exemple

Dans R? considérons les deux bases By = (i, V) et B = (w, F) ol

= (5)o=(2)7=(3) = (3)

Calculons la matrice Pg, 5,. Les composantes de w et r dans By sont
(exercice)
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Proposition 2

Soit E un K-e.v de dimension finie et soient B1 et B> deux bases de E.
Alors pour tout 7 € E

MBI(J) = PBth : MBz(J)'
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Exemple

Reprenons I'exemple précédent : By = (i, V), Ba = (w, 1)

= (3) o= ()0 (1) (2)

On avait trouvé
1/2 -1
Pam=\12 1 )

Soit f = w + et calculons ses composantes dans la base 1. On a

w0-(1). - (3 2)-(1)-(35

)
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[1l. 4. Matrice d'une application linéaire )
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Définition 7
Soient E et F des K-e.v munis respectivement des bases B = (i, . . ., Uy)
et C=(v,...,Vp). Soit f € L(E, F) une application linéaire.

On appelle matrice représeentative de f, par rapport aux bases B et C, la
matrice

Me(f(a1), .. ., F(dn))-

Elle est notée Mp(f).
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Exemple

On munit R3 de la base canonique, notée ici B = (i, >, i3) et R? de la
base canonique, notée ici C = (¥, i»). Soit f : R3 — R? I'application
linéaire définie par

f(x,y,z) =(x+2y —z,x — y).

Donc
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Proposition 3

Soient E et F des K-e.v (de dimension finie) munis respectivement des
bases B et C. Soit f € L(E, F) une application linéaire. Alors pour tout
veE

Me(f(d)) = Mpc(f) - Mp(id).

Remarque

Autrement dit, si Y désigne la matrice colonne des composantes de f (i)
dans la base C et X désigne la matrice colonne des composantes de i dans
la base B, alors

Y = AX, ot A= Mgc(f).

Mathématiques 3, 2015 Chapitre 1: Algebre Linéaire



Exemple
En reprenant I'exemple précédent, par rapport aux bases canoniques,

1 2 -1
2= et 2y —2x =) Mee®) = (] 5 ).

x+2y—z\_ (1 2 -1\ [
X—y “\l1 -1 o0 y
V4

on a
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Définition 7

Soient E et F deux K-e.v de dimension respectives n et m. Soient
B=(&,...,8&,) une base de E et C = (f1,. .., f,) une base de F.
Soit A = (ajj)1<i<m,1<j<n € Mm.n(K). L'application linéaire associée a A,
relative aux bases B et C, est I'application définie par : au vecteur i € E
de composantes (xi, - - - , xp) dans B, elle associé le vecteur v dont les
composantes (yi,- -, ¥m) dans la base C sont données par

Yi = ai1X1 + ajpXo + - -+ 4 ainXn

Autrement dit

1 ail aw -+ au X1
: a1 axp -+ ap :
Ym dml dm2 - Aamn Xn
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Exemple
Soit

1 2
A= .
3 4
L'application linéaire associée a A, relativement a la base canonique de R?,
f:R?> > R? est

en=a(5)=(54)(7)=(a3%)
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Théoreme

Soit E (respectivement F) un K-e.v de dimension finie n (respectivement
m), muni d'une base B (respectivement C). L'application

M : L(E,F) = Mma(K); £ M(f) = Mpe(f)

est un isomorphisme de K-e.v.

Remarque

Donc fondamentalement, une fois que les bases sont fixées, il n'existe pas
de différence réelle entre applications linéaires et matrices.
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Proposition 4

Soient E, F, G trois K-e.v de dimension finie, munis respectivement des
bases B,C,D. Pour tout f € L(E,F) et g € L(F,G), on a

Mgp(g o f) = Mcp(g) - Mpc(f).
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Il1. 5. Matrices inversibles )
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Définition 8

Une matrice carrée A € Mp(K) est dite inversible s'il existe une matrice
B € Mp(K) vérifiant A- B = B - A = I,. Cette matrice est alors unique,
est appelée |'inverse de A et est notée A1
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Proposition 5
Soient A, B € M,(K).

@ Si A et B sont inversibles, il en de méme de A- B et on a

(A-B)y'1=B"1.A"1

o Si A est inversible, alors A1 est inversible et (A~1)~1 = A.
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Proposition 6

Soient E et F deux K-e.v de dimension finie, 31 une base de E et B> une
base de F. Une application linéaire f € L(E, F) est bijective si et
seulement si Mg, 5,(f) est inversible.

On a alors

MB1,B2(f)_1 = MB27B1(f_1)'
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Proposition 7
Soit E un K-e.v de dimension finie n muni d'une base B. Une famille de
., Up) est une base de E si et seulement si Mp(i, ..., U,)

vecteurs (i1, . .
est inversible.
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Proposition 8

Si By et B> deux bases d'un K-e.v de dimension finie, alors la matrice de
passage Pp, s, est inversible et son inverse est la matrice de passage
Pg, 5, ; autrement dit

Pgllﬁz = Pp, 5,

Mathématiques 3, 2015 Chapitre 1: Algebre Linéaire



Proposition 9

Soit E un K-e.v de dimension finie et soit f un endomorphisme de E.
Soient B et C deux bases de E. Alors

Mg s(f) = Pac - Mcc(f) - Pes.
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IV. Déterminants )
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Définition 9
Soit A € MZ(K)

a b
A= .
Alors le déterminant de A est la quantité

ad — bc.

On note

det(A) = 2

a
C

‘:ad—bc.
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Exemple

a=(?3).

8
1

Alors

N Ol

det(A):‘ ‘:8><2—1><5:11.
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Proposition & Définition
Supposons avoir défini le déterminants des matrices carrées B € M ,(K)
avec m < n— 1. Soit A = (ajj)1<i<ni<j<n € Mn(K). Soit Aj; le
déterminant de la matrice extraite de A obtenue en supprimant la e
ligne et la /M€ colonne. Alors

o (Développement suivant une colonne) : pour tout j € {1,...,n}, on a

N
|
N

me

det(A) = Zaj( 1) A
o (Développement suivant une ligne) : pour tout i € {1,...,n}, on a

det(A) =Y a;(—1)H Ay
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Développement suivant la premiere colonne :

411 d12 ai13

a2 a3 a2
a1 a2 a3 | = a1l asp a3 — azi a3
431 4a32 4as3
Développement suivant la premiére ligne :
411 d12 413
_ a2 a3 az1
a1 dzx a3 | = a1l — a1z
d32 as3 as1
431 d32 4as3

ai3
ds33

an3s
ass

‘+a31

‘-1—313

ai2
a2

ari
asi

ai3
a3

a2
as2
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En développant suivant la premiere colonne

1 20
31 2
0 4 5

1 2 2 0 2 0
_1"4 5‘—3-‘4 5‘+o.‘1 2’_—3—30+o_—33.
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Définition 10

Soit E un K-e.v de dimension finie n et B une base de E. Soit (i1, ..., Up)
une famille de n vecteurs de E. On définit

det(ﬁl, RN LT,,) = det(MB(E’l, ce LT,,))
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Proposition 10

Soit E un K-e.v de dimension finie n et B une base de E. Soit (i1, ..., i,)
une famille de n vecteurs de E. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

o (i,...,u,) est une base de E.
e det(h,...,u,) #0.
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Dans R? considérons

Alors
Lo |12
det(u7v)_‘3 5’— 1

et donc (i, V) est une base de R

Mathématiques 3, 2015 Chapitre 1: Algebre Linéaire



Proposition 11

Soit A € Mp(K). Alors A est inversible si et seulement si det(A) # 0. On

a alors |
_1 _
det(A™") = det(A)’
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Quelques propriétés des déterminants

@ Un déterminant qui a deux colonnes (resp. deux lignes) identiques est
nul.

o La permutation de deux colonnes (resp. de deux lignes) multiplie le
déterminant par —1.

@ Un déterminant dont une colonne (resp. une ligne) est combinaison
linéaire des autres colonnes (resp. des autres lignes) est nul.

@ Un déterminant dont une colonne (resp. une ligne) est formée de 0
est nul.

@ La valeur d'un déterminant est inchangé si I'on ajoute a une colonne
(resp. une ligne) une combinaison linéaire des autres colonnes (resp.
des autres lignes).

@ Si I'on multiplie une colonne (resp. une ligne) d'un déterminant par
un scalaire A, le déterminant est multiplié par .
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