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Rappel : équations différentielles ordinaires

On considere I'équation différentielle du second ordre linéaire a coefficients
constants avec second membre

(E) ay" +by' +cy="»

ou a,b,ceRetf:]CR— R est une application. On lui associé
I'équation homogene (sans second membre)

(EH) ay” + by’ + cy =0.

L’ensemble des solutions de I'équation homogeéne associée (EH) est un
espace vectoriel de dimension 2.
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Rappel : équations différentielles ordinaires

Pour résoudre I'équation (E), on calcule une solution particuliere yp de
(E) et on résout I'équation homogene associée (EH).

Si yen est la solution générale de (EH) alors la solution générale de (E) est

YE = YEH + Y0.
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Rappel : équations différentielles ordinaires

Pour résoudre I'équation homogeéne (EH) on associé I'équation
caractéristique

(EC) ar? + br +c = 0.
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Rappel : équations différentielles ordinaires

e Si A > 0 alors (EC) admet deux solutions réelles r1, r». Dans ce cas les

fonctions

rnx rox

e e

constituent une base de |'espace vectoriel des solutions de (EH) et donc la
solution générale de (EH) est

YEH(X) = Cre™ + Ge™*

ol 1, G € R,
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Rappel : équations différentielles ordinaires

e Si A =0 alors I'équation caractéristique (EC) admet une racine réelle
double r. Dans ce cas les fonctions

Xerx’ e™

constituent une base de |'espace vectoriel des solutions de (EH) et donc la
solution générale de (EH) est

yEH(X) = G e™x+ Ge™

ou Cl, C2 e R.
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Rappel : équations différentielles ordinaires

e Si A < 0 alors I'équation caractéristique (EC) admet deux racines
complexes conjuguées o + i3, a — i3. Dans ce cas les fonctions

e cos(x), e sin(Sx)

constituent une base de |'espace vectoriel des solutions de (EH) et donc la
solution générale de (EH) est

YeH(x) = Cre®* cos(Bx) + Cre™ sin(Bx)

ou Cl, C2 e R.
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Equation des ondes : séries de Fourier

Exercice

Calculer les solutions 2-périodiques de |'équation des ondes

>— ¢ ——=0, VxeR, Vt>0,
t 0x
(EO) aufo,O) = up(x), Vx € R,
S0 =m(), VxeR
u(x,t) = u(x +2,t),

avec

(x) = x si x€][0,1],
I =1 2-x si xe[L,2],

et ui(x) =0.
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On cherche d'abord les développements en série de Fourier des fonctions
ug et u;. Comme u; est identiquement nulle son développement en série
de Fourier est nul.

On calcule donc le développement en série de Fourier de ug (en toute
rigueur celui de la fonction ug paire définie sur R, 2-périodique et qui
coincide avec ug sur [0, 2]).

La fonction étant paire on a b, = 0 et donc on calcule a,. On a
(T=2=2)

w

w [2Tw 2 1 2
ao=/ up(x) dx:/ up(x) dx:/ xdx+/ (2 — x) dx
T Jo 0 0 1

=1
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Pour n>1

2 1 2
ap = / up(x) cos(nmx) dx = / x cos(nmx) dx —|—/ (2 — x) cos(nmx) dx
0 0 1
Par une IPP

/lecos(mrx) dx = {MT — /01 sin(nmx) dx

nm 0 nm

_ 1 [cos(mrx)]l (-1)" — 1.

nm nm 0 n%m2
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Avec le changement de variable t =2 — x

/2(2 — x) cos(nmx) dx = /lxcos(mrx) dx = (_1)#
1 0

n%m

2(-1)" - 1)

a, =
n?m2

Mathématiques 3, 2015 Notions sur les équations aux dérivées partiell



La série de Fourier de ug est

Ly Ay

5 23 cos(nmx).

n>1

Comme i1y est continue et dérivable par morceau, on a d'aprés le théoréeme
de Dirichlet, pour tout x € [0, 2]

up(x) = + Z ) cos(nmx)

et la convergence est uniforme sur tout intervalle fermé et borné.
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Soit u(x, t) une solution de (EO) 2-périodique développable en série de
Fourier

u(x, +Z (an(t) cos(nwx) + bp(t)sin(nwx)).
n>1

En dérivant terme a terme

2
gt2 = an(t) cos(nwx) + bli(t) sin(nwx)),
n>1
82u 2 2
Fe i Z(—(nw) an(t) cos(nwx) — (nw)<bu(t) sin(nwx)).

n>1
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En reprenant les notations du cours précédent, par identification, et en
tenant compte des conditions initiales, on obtient

ag(t) =0, 30(0) = a0,0, 36(0) = a0

3x(t) + )‘ga”(t) = 07 an(o) = 4o,n, 32(0) = ai,n,
b(t) + A2bn(t) = 0, bn(0) = bgn, b,y(0) = by,

ou A\, = chw.
Comme w = 7 et avec ce qui précéde, on obtient

(1) ay(t) =0, ag(0) =1, a5(0) =0
(2)  3(6) + (enman(t) =0, an(0) = 2N =1 0y g

n

(3) B!(t) + (cnm)?ba(t) = 0, b,(0) =0, b,(0)=0
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La résolution de I'équation (1) donne
ao(t) =1.

L'équation (2) est une équation linéaire homogene du second ordre et son
équation caractéristique est r> + (cnm)? = 0 dont les solutions sont
r = +icnm. La solution générale est donc

an(t) = Cy cos(enmt) + CGysin(cenmt).

Les conditions initiales donnent

ap(0) =G = w, a,(0) = Gyenmr = 0.

n%m2 n

ap(t) = 2((_”12)7:2_1) cos(cnmt).
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La résolution de (3) donne immédiatement b,(t) = 0.

D'ou finalement la solution recherchée est

u(x,t) = % + Z(W) cos(cnmt) cos(nmx).
n>1
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